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PREFACE 



Nous prions le lecteur de ne voir dans cet Eggai «ur la Géométrie 
de la règle et de l'équerre que le développement, plus ou moins bien 
traité, d'un chapitre particulier d'un ouvrage qu'on pourrait inti- 
tuler Traité de GéomélTie pratique. Cet ouvrage, tel que nous l'imagi- 
nons, n'est pas encore écrit. Les matériaux nécessaires & sa com- 
positian sont, il est vrai, dispersés en cent endroits divers ; ils 
devraient être réunis, simplifiés et surtout complétés. Nous sou- 
haitons que ce travail tente, quelque jour, ua ami de la Géométrie. 

Le plan qui nous a servi de guide est suffisamment expliqué dans 
l'introdnction qu'on trouvera plus loin. Mais, peut-être, ce livre 
sara-t-il mieux compris, si nous insistons un peu dans cette pré- 
face, sur' ce qu'il convient d'entendre par la Géométrie pratique. 

D'une fa^on générale, on peut dire qu'elle comprend l'exposition 
des constructions, ou tracés, que l'on peut avoir A. effectuer sur une 
épure, ou sur le terrain. Elle soulève ainsi de nombreux problèmes 
et, au premier abord, il semble qu'elle n'ait rien de bien nouveau 
à dire au sujet des solutions qu'ils comportent; celles-ci étant 
exposées, soit dans les livres classiques, soit dans des mémoires, 
tels que ceux qu'on trouvera cités au cours de cet ouvrage. Mais 
cette première impression, qu'éveille en nous ce terme de Géométrie 
pratique, n'est pas exacte ; et l'on ne saurait croire, quand on n'a pas 
un peu réfléchi sur ce sujet, combien il est vaste; à quel point il est 
varié, intéressant, et parfois délicat. C'est que, eu effet, le plus simple 
des problèmes de celte Géométrie exige des solutions très diverses ; 
depuis ce que nous appelons ta solution générale, 6t aou& entendons 
par là, celle qui est applicable ci tous les cas, quelles que soient les 
difficultés matérielles que l'on peut rencontrer, jusqu'aux solutions 
particulières, si variées, qui, le plus souvent, s'adaptent, pins simple- 
ment que la solution générale, aux données du problème que l'on 
traite. 

Il faut observer, en outre, que les tracés indiqués, dans une 
Bolulion, nécessitent l'usage de certains instrumenta mathéma- 
tiques. TIs exigent, à tour de rôle, l'emploi de la règle, du compas, 
de la règle plate, de l'équerre ordinaire, ou quelquefois de la 
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VI PRÉFACE 

faussa équerrc; dons d'autres cas, leur exécution demandera l'em- 
ploi delarègledidsée, ou, Bill le terrain, du cordeau divisé, etc. Or, 
au point de vue pratique, il est clair que ces instruments ne peuvent 
pas toujours être adoptés; du moins, dans les condilions matérielles 
où l'on se trouve placé. Ainsi, pour indiquer,à ce propos, la difllculté 
la plus évidente ; l'usage des arcs de cercle ne peut convenir aux 
opérations eflectuées sur le terrain. 11 y a donc lieu de distinguer, 
suivant le choix que l'on a fait des instruments dont on s'accorde 
l'usage : la Géométrie de la règle, celle du compas, celle de la règle et 
deréqaeTre{*), etc.pour ne citer que les combinai s on s qui se pré- 
sentent immédialemeut à l'esprit, dans l'ordre d'idées que nous 
exposons ici. 

Pour préciser, par un exemple, le sens de cette pensée générale, 
prenons un problème bien simple, classique entre tous, celui où 
l'on propose te tracé de Fellipse par points et par tangente». 

On trouvera (5 il et suivants) l'exposition d'un procédé n'exi- 
geant pour h tracé en question que l'emploi de la règle et de 
l'éqaerre ordinaire. Mais, comme nous l'avons observé plus loin 
(p. 339), la solulicu indiquée peut, au point de vue pratique, être 
mise en défaut dans certains casi Aussi, avons-nous montré (Ux. 
rif.^ comment il devait être modifié, dans celte hjpotbèse. On se 
tromperait, pourtant, en admettant que les constructions de cette 
seconde solution ne peuvent pas être, à leur tour, en défaut dans 
certains cas. C'est ce qu'il est facile de vérifier, on posant le pro- 
blème suivant : 

Soit donné, en grandeur et en position, te grand axe A'A =^ 2a d'une 
ellipse r. Sur A'A, on a pris A'G qui représente le petit axe 2b, de F. 
Mais on iuppose que le sommet B est stTCË hors nus limites de l'ëpltre ; 
dam ces conditions, on propose de construire t'etlipse, par points ; notamment, 
dans le voisinage du sommet A, et en n'employant que la règle et Péquerre. 

Voilà un problème, bien caractérisé, de Géométrie pratique {**) ; 

(') Ity en a, bien entendu, beaucoup d'autres. Par exemple, on peut 
refuser, pour la solution d'un problème donné, l'emploi du compas, en 
accordant pourtant la présence d'un cercle déjà tracé dans le plan où doit 
s'eitectuer l'épure (Vojez, d ce propos, les noies placées pp.^, 36Det 365)- 
Dans d'autres cas, ou dispose simplement d'un compas à branches fixes. 
(Vojez la note de ta page 5.) 
(*') Nous laissons au lecteur le soin de vériRer la solution suivante: 
Par A', on mène une droite quelconque A, sur laquelle on abaisse les 
perpendiculaires AP, CQ ; par Q, on mène une parallèle à AA' j par P, on 
trace une perpendioulaire à AA'. Les droites ainsi obtenues se coupent 
en un point I qui appartient 6. l'eltipse considérée. 



1.;. Google 



PHI^FACE VII 

e des constructions ordioaires, aucune de celles que nous 

avons rappelées tout à l'heure ne permet de le résoudre. 

Nous trompons-nou9 quand nous pensons que cette Géométrie 
dont nous indiquons ici les lignes générales et qui n'estpas, on en 
conviendra, ni la moins intéressante, ni la moins profitable à l'édu- 
cation mathématique, est à peine soupçonnée? Peut-être ce livre 
contribuera-t-il à porter sur elle l'altention des professeurs, nos 
collogues. En le lisant, ils j trouveront la matière de nombreux 
exercices intéressants. Les solutions trèj diverses qui conviennent 
ans problèmes de cette eaptne et les discussions qu'ils comportent 
auront pour efTet certain d'aiguiser l'esprit des meilleurs élèves 
et de fixer, par l'attrait particulier, propre à la Géométrie pratique, 
l'attention de ceux qui n'entrevoient pns toujours, au début de leurs 
études mathématiques, abstraction faite ilo la spéculation meta' 
physique des idées, l'intérêt qui s'attache à ces études. 

En terminant cette préface, je désire répondre, par avance, à l'une 
des critiques qui seront peut-être exprimées sur un ouvrage que 
je présente pourtant avec confiance k tous ceux qui ont conservé 
le goût des choses géométriques; à tous ceux qui aiment les faits 
précis, clarement exprimés, et nettement démontrés. 

Dans les problèmes que nous avons traités, nous nous sommes 
efforcé de rechercher les solulions les plus simples. Mais on trou- 
vera sans doute que, dans un certain nombre de cas, les solutions 
proposées par nous n'oEfrent pas un caractère sufBsamment pra- 
tique; soit que, par sa nature, le problème traité ne comporte 
TPEÙment pas de solution semblable ; soit que nous n'ayons pas eu 
le bonheur d'imaginer la meilleure. Aucune observation ne saurait 
être plus juste et, certes, nous supposons, sans peine, qu'on décou- 
vrira des solutions plus simples que celles que nous avons indi- 
quées, Nous avouous aussi, bien volontiers, que, parmi les pro- 
blèmes abordés dans cet ouvrage, certains ont un caractère peu 
pratique. Cet aveu, nous l'avons fait déjà dans le cours do cet 
ouvrage. Mais nous voulons y insister ici et nous accordons, sans 
réserve.que, parmi les questions que nous avons traitées, quelques- 
unes doivp.nt Être envisagées comme constituant plutôt des exer- 
cices destinés à développer l'esprit de la Géométrie pratique. Elles 
n'ont aucune autre prétention ; lo lecteur voudra bien les accepter 
à ce titre. 

Paris, 1" janvier 1890. 

G. DE LONGGIIAMPS. 
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Le problème du tunnel. — La hauteur du ballon. — Le problème 
du ballon captif. — La vitesse du ballon mobilR. — La hauteur du 
nuage au-dessus de l'horizon. — La hauteur du nuage au-dessus 
de la terre. — Hauteur et vitesse des étoiles fllaates 313 

Chaintre XII. Pbobi.èmbs divers de céOmétbie PHvnyuE. — L'iîlabliBBe- 
mcnld'uu bassin maritime; discussion des formes diverses (rec- 
tangulaire, circulaire, elliptique,...) que peut affecter sa périphérie. 

— Détermination du rayon du bassin circulaire. — Élargissement 
d'un bassin circulaire donné. — Problèmes divers sur le canal 
reliant un bassin, à la mer. — Déterminaliou de la base d'essai. 

— Le problème des courants maritimes. — Le passage entre 
deux forts 335 
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ESSAI 

EU II LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE 

£T DE L'ÉQIERRE 



.Nous nous proposons, dans le travail que nous entrepre- 
nons ici, de résoudre, avec la règle seule ou, dans d'autres 
cas, avec la règle et l'équerre, quelques problèmes qui 
ressortenl de la géométrie pratique. 

Cet ouvrage est divisé en deux parties. Dans la première, 
nous nous occupons surtout d'exposer les principes théo- 
riques qui seront utilisés dans la suite de l'ouvrage; puis 
nous les appliquons au tracé de quelques courbes célèbres. 
Bans l'autre, nous développons les solutions que comportent 
certaines questions que soulèvent l'arpentage et l'art de la 
guerre. D'ailleurs, les démouslraLions des principes sur 
lesquels nous basons nos constructions, n'exigent, pour 
être comprises, que la connaissance de la géométrie élé- 
mentaire: ce n'est qu'à de rares occasions que nous avons 
Tait un emprunt ircs court aux notions supérieures. 

Avant d'entrer dans noire sujet, une analyse un peu dé- 
taillée du livre qui nous parait se rapprocher le plus de 
celui que nous allons écrire fera mieux apprécier la portée 
de celui-ci, l'intérêt qu'il comporte et le but que nous 
nous sommes posé. 
L'ouvrage auquel nous vouons de faire allusion est dû à 

r.. Dr. L. — CiÉOSÉTltlC DE L1 KÈGLIE. 1 
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Servois (*). Chasles le cite, non sans éloges, dans ses Aperçu 
historique (**) et dit, à propos de lui : « Passons aux autres 
ouvrages qui, après ceux de Monge et de Garoot, ont servi 
le plus utilement la science. 
» Tels nous paraissent être ,; 

B L'inléressant essai de la géométrie de la règle, où 
M. SerTois, après avoir réuni les théorèmes principaux de 
la théorie des transversales, en montre les usages en géo- 
métrie rationnelle, pour la démonstration des propositions, 
et dans la géométrie pratique, pour résoudre sur le terrain, 
par des alignements, les différents problèmes qui se pré- 
sentent surtout à la guerre, etc.... » 

Ces quelques lignes, que nous empruntons ù l'Aperçu his- 
torique, résument bien le livre de Servois; mais il nous 
parait utile d'analyser cet ouvrage d'une façon plus expliciLe 
et nous voulons entrer dans des détails plus circonstanciés 
sur les points principaux qui s'y trouvent développes. 

La partie théorique du livre de Servois, son exiiosition des 
principes fondamentaux de la théorie des transversales, sont 
de peu d'importance; elles n'offrent plus aujourd'hui, vu les 
démonstrations simples de la géométrie moderne, aucun 
intérêt. II n'en est pas de même de la partie pratique. 
Servois, comme professeur aux écoles d'artillerie, s'est par- 
ticulièrement préoccupé des applications de la géométrie à 
l'art de la guerre; il a cherché, et quelquefois trouvé avec 
bonheur des solutions simples, et vraiment pratiques, des 
problèmes principaux qui intéressent la guerre des sièges et 
les combats d'artillerie. « Il est utile, dit Servois, surtout à 

(*j Solutions jwu connues de di/férenU problèmes de géométrie pratique, 
pour servir de sopplémentaui Irailés connus de celle seieoce; recueillies par 
F.-J. Servois, professeur de mathématiques auï Écoles d'Arlilierie. (A Melz, 
chez Devilly, libraire, rue du Petit-Paris; et à Paris, chez Courcier, libraire, 
Quai des AugustÎDs. an SU.) 

Cet ouvrage est devenu eitrémement rare. Le seul eiemplaire qui etiste, à 
DOtre connaissance, appartient à la bibliothèque da dépOt des Fortifications, 
au ministère de la guerre. C'est par l'inlermêdiaireamical de M. Laisaai, ei 
grâce à l'obligeance du général Bressonuel, que uous avons pu posséder pen- 
dant quelques jours cet exemplaire. Nous leur en eiprimona ici loud nos re- 
merciements. 

(") CliaMeï, dpereu Itûiorigue, p. 2-13. 
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U guerre, de pouvoir exécaler sur le terrain diverses opéra- 
tions géométriques, telles que : mesurer des dislances, prendre 
des prolongements, mmer des parallèles, etc., sans le secouri 
d'instruments de prix qu'on acquiert et qu'on transporte diffi- 
cilement. X 

Pour résoudre ces dillei'6uts problèmes, Servois accorde 
les Jalons, l'équerie d'arpenteur, le cordeau et la chaîne. Mais 
à propos de ce dernier instrument, il dit : a Le chaîner, s'il 
est permis de s'exprimer ainsi, exige beaucoup de temps et 
de soin ; tandis qu'on peut toujours prendre des alignements 
avec exactitude et célérité. C'est pour ce motif qu'il pro- 
pose, très sagement à notre avis, de multiplier les alignements, 
en dimnuant les chaînages. 

Aux instruments que nous avons cités, Servois ajoute 
encore ce qu'il nomme la fausse équerre. Par fausse équerre, 
Servois entend la figure formée par doux droites formant un 
angle fixe, différent de l'angle droit, et, après avoir montré, 
à plusieurs reprises, tout le parti qu'on peut tirer de cet 
instrument, Servois termine son livre en disant : a Ce n'est 
. pas sfins raison que j'ai si souvent fait observer qu'on pouvait 
remplacer l'équerre par la fausse équerre. C'est qu'on pont par- 
tout, et sans frais, se procurer ladernière ; deux traits de 5Cie 
en croix, sur la tète d'un piquet, font tout l'instrument. i> 

Comme le fait encore observer Servois, la fausse équerre 
partage avec l'équerre ordinaire le mérite de fournir le 
moyen de répéter, autant de fois que l'on veut, le même 
angle; d'ailleurs, la fausse équerre peut au besoin, rem- 
placer complètement l'équerre ordinaire, puisqu'il est possi- 
ble, avec celle-là, d'abaisser on d'élever des perpendiculaires. 

Quant aux arcs' de cercle décrits sur le terrain, Servois 
s'en refuse systématiquement l'usage et il dit à ce propos, 
dans sa préface : a J'ai eu l'attention particulière de ne mo 
jamais servir de la chaîne, comme compas; c'est-à-diro de 
ae jamais déterminer la position d'un point sur le terrain 
par l'intersection de deux arcs de cercle, ou d'une droite 
et d'un arc. n Kt plus loin, dans le corps de l'ouvrage, 
Servois revenapt sur les conatmctious oii l'on fait usage 
des arcs de cercle, dit encore : » Si les rayons des arcs sont 
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petits, l'opéralion manque de justesse; s'ils sont très grands, 
l'opération est presque impossible. » 

On voit sufRsamment, par les citations qui précèdeut, 
quelles sont les idées pratiques qui ont présidé à la compo- 
sition du livre de Servois, Si nous ne nous arrêtons pas 
davantage à l'aDalyse de cet ouvrage, c'est que naus aurons 
occasion, à plusieurs reprises, d'indiquer dans la suite de 
cet ouvrage certaines solutions proposées par Servois et 
dont quelques-unes, peu conmies, même aujourd'hui, méri - 
-tent, il nous semble, d'être mises en lumière. 

L'ouvrage de Servois, livre ingénieux et plein de ce bon 
sens pratique qui se trouve là si bien à sa place, a été pré- 
cédé de nombreuses publications analogues. Nous citerons 
d'abord, comme plus particulièrement dignes de remarque, le 
traité de Schooten et celui de Mascberoni. 

Le livre de Schooten (*) est, d'après Ghasles (•'), le pre- 
mier exemple de cette géométrie qui se propose la solution 
de certains problèmes par la ligne droite seulement, géométrie 
que Brianchoo a cultivée au co m rfien cernent de co siècle et. 
qu'il a nommée la Géométrie de la régie. 

L'ouvrage de Schooten, sauf un ou deux points que nous 
ferons connaître, n'aborde qu'un très petit nombre de pro- 
blèmes et les solutions qu'il expose sort généralement lon- 
gues et peu élégantes. De plus, il présente, et Servois est 
tombé dans la même erreur, un cercle vicieux dont nous 
devons dire ici un mot. 

Schooten dit, à la première page de son -livre : ■« Poslule- 
tur : ad datum punclum in data recta iudefiuita rectam 
lineam collocarc, datœ récite tcrminalîe œqualem. » 

Or, porter sur une droite donnée, à partir d'un point 
donné, une longueur déterminée est une opération qui ne 
peut, en général, être, olTecluée qu'avec l'aide du compas. 



(*) Fbancisci a Schooten, Exercitatiaawn mathematicarum, Itber II. De 
<?oDStriicIiooeproblemalum simplicium geometncorum, scii, qiite solvi possant 
duceado tanLum reclas lîneas. [Lugdu no-Batavia, 1tl56.) Col ouvrage est moias 
rare que celui de Serïois : on en trouve, nolemment, un eiemplaire à la bi- 
bliothèque de l'École Pol.Meclinique, et uu autre â la Bibliothèque nationale. 

(") Aperça historique p. 96. ' 
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Celte règle souffre des exceplions que nous aurons occasion 
(le signaler, notamment lorsque la longueur déterminée est 
parallèle à la droite sur laquelle il faut les porter, ou lors- 
qu'elle est inriinée sur celle-ci d'un angle égal à 6o", Mais 
ia règle, telle que rentendàient Schoolen et Servois, ne 
permet pas de résoudre la construction précédente, et il y a 
là une erreur qui vicie quelques-unes des constructions in- 
diquées par ces deux auteurs. Pour lever cette difficulté — 
mais nous reviendrons dans la suite sur ce point délicat — 
il faut prendre la règle dans un sens nouveau et qui a été 
formulé par le général de Coatpont (*), dans les termes sui- 
vants : a Je définis, diUil, régie une lame offrant deux côtés 
rectilignes et parallèles, permettant de tracer des parallèles 
équidislantes. « 
Le livre do Mascheroni {**) est aussi très rare. Au sur- 

(•) Nouvelle correspondance mathèmatiqut, juin 1877. — Voyez aussi, 
1 propos de cet anicle, ube noie dij major dn Tillv; Nouvelle Correspondance 
18-9, p. 439. 

('•) Mascheroni a composé deui traités do géoinélriepratique;celui auquel 
BOUS faisons alluaion ici est une Géométrie de la règle {problèmes pour let 
arpenteurs avec différentes solution) ; Pavie, 1793]. Il a été traduit en français 
au commencement de ce siècle. L'autre livre de Mascheroni, ta Géométrie du 
compas, cité par Chasles dans VAp^çu historique, est plus connu; il a pour 
litre; Géométrie du compta par L. Mascheroni; outrage tralluil de l'italien 
pir A. M. Carrette, officier du génie A Paris, vbcz Duprat, libraire pour [es 
matliÉmaliques, qnai des Augustin» ; an VI. 

Ost à propos de ce liïre que Chasles [lib. cit., p. SI4) foil connaître les 
détails bibliographiques suirants: 

€ L'occasion se présente ici de faire meniion de la CéométTie du compas d» 
Mascheroni (ann. 1797], ouvrage original et curieuï, qui a pour objet la 
lésoluEion, par le compas seulement, des problèmes que l'on résout ordinai- 
rement par la règle et le compas. Celle géométrie est plus riche et plus étendue 
que celle de la régie, parce qu'elle embrasse les problèmes du second degré 
qui sont tous ceui qui forment le domaine de la géométrie ordinaire. 
Mascheroni (ait voir qu'elle s'applique aussi, nvec, facilité, à la solution 
approximative des problèmes qui dépendent dps sections coniques el d'une 
géométrie plus relevée. 

» Des essais du même genre que la géométrie de la règle el de celle du 
compas, et qui tiennent pour ainsi dire le milieu entre les deui, avaienl déjà 
occupé, longtemps auparavant, de célèbres malhémaliciens. Cardan, le premier 
dans son livre Oe subtilitate, avait résolu plusieurs problèmes d'Ëucîide par 
la ligne droite et une seule ouverture de compns, comme si l'on n'avait, dans 
la pratique, qu'une règle et un compa» invariable. Tartalea ne tarda pas à 
suivre son rival sur ce terrain, et étendit celte manière par de nonvenui 
pcUèmeaj {Gmeral tiitttato dt numeri, « misvre; h— parte, lltiro terio 
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plus, ce traité n'intéresse qu'indireclement le géométrie de 
la règle, telle que nous la concevons, parce que Maeche- 
ronise.sert presque uniquement de formules Irigonomé- 
triques dont nous nous refusons l'usage. 

Après Schooten, Maschcroni et Servois ; après Lambert (*) 
quia précédé Servois et qui doit être cité ici, les publications 
que nous pouvons signaler comme présentant un point de 
contact avec la géométrie de la règle sont ; 1» le mémoire 
de Brianchon (**) et 2°, dans l'époque tout à fait moderne, 
les ouvrages de MM. Reye (***), Favaro (****) et Cré- 
mone (*****), Nous aurons d'ailleurs occasion de citer ces 
auteurs dans le courant do ce livre, bien que rarement, 
l'idée qui nous dirige dans ce travail et que nons avons 
exposée plus haut n'étant pas absolument et uniquement 
celle de la géométrie projective, laquelle n'admet pour les 
solutions des problèmes qu'elle se pose que l'emploi de la 

in-fol. Venise, 15G0.)Enaa, unsuvant géomeLrepiéniDntais.J.-l). dsBenedictiï, 
ea Ht l'objet d'un Imité intitulé : Resolutio omnium Euctidis probltmatum 
aliorumque ad hoc necessario invtittonim, unâ tantum modo drcini itatA 
apertuTà: in-4', VeDÎae, 1553. ■ 

En rapprochant ce passage de l'Aperçu hialorigue, des articles que uaui avoni 
cités plus haut et qui sont dus ou générai de CooIpoDl, et au icqjor de Tilly, on 
reconnaiira que l'idée de Cardan (une régie tt un compat invariaiilt) revient 
a celle-ci, une règle plate à bords paralléifs. L'erreur de Scliooten a. de Ser- 
vois que nous avons signaLéo tient justement A cefait qu'ils ne s'accordaient 
pas : soit une ouverture de compos, conioie l'ont voulu Cardon et ses imita- 
teurs; soit uue dimension dans la règle, comme l'a proposé le général de Coatponl. 

(•] Perspective de Lambert, 17S9 et 1773. La seconde édition renferme 
plusieurs propositions intéressant la géométrie de la règle. 

("1 Uimoire sut l'application des transuersales. Ce mémoire cité par Chasles 
lAp. A., p. SI4) ne doit pas être confondu avec celui qui eiisle dans lu 
Correspondance sur l'École Potytechnigue, t. Il, p. 383; ni avec la note qui 
parut DU Journal de l'École Polytechniqtie, câbler \lll, ISIKi, dans laquelle 
Briancbon expose le théorème corrélatif de l'hexngrame de Pasc.al. 

[■"•) Leçons stir la géométrie do position, 2 vol. par le U' Th. Rejo, 
professeur à l'Universilé de ïitrasliourg; traduites de l'allemand par 0. Che- 
min, ingénieur des ponts et cliaussèes, i-épétiteur A cette école. (Paris, Dunod, 
1881-1882.) 

(****] Leçom de slalique graphique, par Antonio Favaro, professeur A 
rUniv^rsilé royale de Padooe, traduites del'italien par Paul Terrier, Ingénieur 
des arts et inanufaclurea. Paria, (Gauthier-Villars, 1879.) 

(""') Éliiiients de géométrie projectivt, par Luigi Cremona, directeur de 
l'École d'application des Ingénieur à fiome ; traduits avec la collaboration de 
l'nuleuL-parEd.Dewulf, clicrdj bataillon du génie, [Paris, Gaiilhler-Villars 1875, 
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règle ordinaire, ou, sur le terrain, que celui des jalons el 

des alignements (*). 

CHAPITRE PREMIER 

CONSIDÉRATIONS SUR LES THAHSVEHSALBS 

La géométrie de la règle prend, assez souvent, pour base 
des constructions qu'elle propose, certaines propriétés des 
transversales. Les théorèmes auxquels nous faisons ici allu- 
sion et qui nous serviront dans la suite, sont, pour la plu- 
part, bien connus et nous renvoyons, une fois pour toutes, à 
leur sujet, aux ouvrages classiques ; notamment, à l'excai- 
lent traité de MM. Roucbé et de Comberousse. 

Néanmoins, avant d'aborder les applications que nous 
visons plus particulièrement dans ce livre, il nous parait 
nécessaire à la clarté des explications qui vont suivre, de 
rappeler ceux de ces théorèmes qui ont une importance plus 
marquée, ou qui donnent lieu, soit à certaines généralisations, 
soit à des développements que nous croyons nouveaux ou 
peu connus. Nous consacrons ce chapitre, et le suivant, à 
leur exposition. 

1. Théorème de Gergonne {**). — Lorsque trois droites 
partant des sommets d'un triangle ABC, concourent en unpoint 
et rencontrent les côtés de ce triangle aux points A.', B', C, on a 

OA/ ^ oc; _ .. 



(') On trouve aussi dans les Aiiitatcs de >!ergoa>te plusieurs c 
Senois, de Brtanibon, de blurm etc... intéressant la géométrie de la règle 
et nous aurons occasion de citer quelques-uus d'entre eux daus la suite de 
ce travail. La présence <to ces mémoires diins les Aiinaie,i de Geigunne nous 
s éié signalée par H Brocard 

(") Ce théortme fjit partie liea questions proposées dans les Annales de 
Gergonne (t. IX, 1818 et 1819, p. 116). Oergonne rapporlanl (Joe. cil,, p. 277) 
la solution proposée par divers auteurs, pour ce Uiéorème et pour son ana- 
logue dans l'espace, dit : c Mous sommes tombés très simplement sur ces deux 
ihéorèoi^s en dierchant à décomposer une masse supposée réduite à un point 
en trois ou quatre autres situées au sommet d'un triangle ou d'un tétraèdre. > ' 
Gergonne acait ainsi retrouvé la méthode statique deJean de Ceva, à laquelle 
nous faisons allusion un peu plus loin. 
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Nous représenterons la position d'un point 0, dans le plan 
d'an triangle ABC, au moyen de trois nombres a, p, y 
que nous définissons ainsi : a représente la surface du 
triangle BOG; a est positif, lorsque le point est situé, par 
rapport à BG, du m^me côté que A; il est négatif dans le 
cas contraire. Cette convention s'étend aux nombres S et y; 
et, dans ces conditions, quelle que soit la position du pointO 
dans le plan ABC, on a toujours 

S désignant la surface du triangle ABC. 

Pour abréger le langage, nous dirons que a, p, y 
représentent les coordonnées du point 0, relativement à la 
Hgure ABC. 
Cela posé, nous avons 

OA' _ BOC _ a_ 
AA' ~ BAC ~ S' 
ol, de même, 

OB' _ p , OC' _ T 

S' ^* ce ~ S' 




Ces égalités entraînent la suivante: 

OB' , OC _ tt + P + ? _ 



Eekakqiie. — Cette propriété est générale; elle est i 
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pour tous les points dû plan, en supposant que les rapport» 

„_^ __, __ soient positifs ou négatifs, en même temps 

A A. BB tiLi 

que les coordonnées i, p, 7 du point 0. 

2. Théorème de Chasies ("'). — Dans tout quadrilatère la 
diagonale issue d'un sommet divisée par son prolongement 
jusqu'à la droite qui joint les points de concours des côtés opposfn, 
égale la somme des deux côtés issus du même sommet, ditnsés 
respeclivement par leurs prolongements jusqu'aux: côtés opposés. 

Celte proposition que 
la détermination de 
la distance d'un point 
donné à un point inac- 
cessible est la consé- 
quence immédiate du 
théorème précédent. 
Il faut pourtant 
observer que le mol 
sommeest prisici dans 
son sens algébrique. 
Soit ABCD le qua- 
drilatère proposé. On y' • 
peut considérer le y/ 
point A comme étant 2 
situé à l'intersection 
de trois droites issues des commets du triangle QCP; en 
appliquant le théorème I et en tenant compte, surla figure, 
de la remarque énoncée plus haut, on a 
RA^DA_BA_ 
RU ' DQ BP~ '■ 
Celte relation peut s'écrire 




[*) Voyez Aperçu historique, p. Î9S- La démons tratian proposée par Chasies 
esi une applicattoo de la méthode de Jean de Ceva, citée plus loin. Dans 
celle mélhoâe, très ingénieuse el très féconde, on suppose placées aui poiota 
d'inlerâectioD des droites considérées, des Torces purallèlea dont les intensités 
sont inversement proporiionn elles aui segments qui se trouvent sur les 
droites; puis, on applique les propriétés connues sur la détermination du 
fwÏDt d'applit^ltOn <!• la résultanle. 



1.;. Google 



>U ESSAI SDR LA GfiOHËTRIE 

AG +R G 

OU, eacore, 

AC_BA_DA 
RC ~ BP DQ ■ 
Celte égalité coDstitue le théorème en question. 

3. Théorème. — Les trois droites AA', BB', CC (*) qui 
concourent au même point déterminent sur les côtés du triangle 
ABC, trois points A', B', C qui donnent lieu à la relation 
A'B B'G C'A 

rc-fA-c^=-' <"^)- (2) 

Lea deux triangles BOA, COA ont la même base OA; 
leurs aurfucea sont entre elles dans le rapport des hauteurs, 
correspondantes, rapport qui est le même que celui des seg- 
ments BA', CA'. 

D'après cela, nous pouvons écrire les égalités auivantes : 

^-_x ^--^ £^__1 /A* 

A'C p ' B'A ~ T ' C'B ~ a ' ' ' 

Ces relations sont écrites en supposant que le point O 
est situé, comme le représente la figure, à l'intérieur du 
triangle ABC; dans cette hypothèse, les coordonnées a, p, y 
sont positives, et les rapports 

£B Fu c;a 

A'C B'A' C'B 
sout, au contraire, et conformément à la convention connue, 
négatifs. 

Nous avons donc, après avoir multiplié entre elles les 
égalités (A), 



(■) Voyez la figure I. 

("j C'est le théorème de Jean de Ceva. Ce Ihéorème foadamenlal a été 
longtemps attribué à Jean Bernoulli, parce qu'il a été énoncé et dénuntré 
par ce géomètre {CEavras de Jean Bernoulli, t. IV, p. 33] ; c'eut sous ce 
Dom qu'il cal doDDé dans l'ouvrage de Servois, elle plus haut. La démoDS- 
tratlon que nous venons d'exposer ne dlSëre que par la forme de celle qui 
a été donné? par Jean de Cevs dans son ouvrage : Db lineis rectis st invicem 
tecantibui staUci constrvctio {in-i', Milan, 1G78). Nous avons substitué seu- 
lement k Vidée àe force, emploi par Jean de Ceva, t'idee itesurface.\o)ei : 
Aperçu historiqm, p. 395. 
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A'B B'C C'A _ 

A'C ' B'A ■ (J'B "" '■ 

4. Théorème. — Si trois points A', B', C iitués «ur 
les colis <f un triangle ABC donnent Iteu à la relation 

A'B B'C C'A __ 

!vc ■ FÂ ' CB ~ '■ 

icj droites AA', BB', CC sont concourantes. 

Cette proposition, réciproque de celle r de Jean de Ceva, se 
démontre sans diffirulté; nous passona sur ce point sans 
nous y arrêter,, parce que nous allons établir un théorème 
général qui donne, du même coup, dans un cas particulier. 
le théorème de Jean de Geva et sa réciproque. 

Voici cette généralisation. 

5. Thdordme. — Soimt A', B', G' trois points quelconques 

pris sur Us côtés j^ 

du triangle ABC; 
les droites AA', BB', 
CG' déterminent, par 
leurs intersections 
mutuelles, un tri- 
angle A'B'C, dont la 
surface S est donnée 
par la formule : 




(1 +UVW)' 



t'ig- 3. 



(3) 



a (i _v + UV)(l — u + uw)(j — w + vW 
dans laquelle, les quantités u, v, w représentent, m grandeur et 

en siqne, les rapports 

AB Fc c;a 

AC' B'A' C'B' 
Calculons d'ahord, au moyeu des quantités données u, 
V, «', la surface des triangles 

BA'C, CB'A, AC^. 
Bu observant que les deux triangles BA'C, AA'C ont la 
mémo base A'C, nous aTons 

BA^C _ BC _^ 
AA"C ~ At;' w' 
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De même 

BA'C _ B'C _ 
BA'A ~ FA ~ "■ 
En tenant compte de la relation 

BA'C + AA'C + BA''A =z 
ces égalités donaent, par combinaison, 
- BA'C V 



S i +v-\-t 

On trouve, pareillement, 

CB'A w 



S ■ I -[' 10 -{- uw 
et AU'B = —, . 

I -|- « + Ml> 

Si, maintenant, nous observons que 

S = S — BA"C — CB"A — AC"B, 
nous avons enfinfpourl'expression de S, en fonction d 



S I +. U + Mïl l -{- V -{- VW l -\- w -\- uw ' 

En réduisant les diverses fractions qui constituent le 

second membre, au même dénominateur nous trouvons, 

tout calcul fait, 

S_ (t —uvtrY 

S-(, +u+uu)(i+v + vu.') {i-\-w + uw) ■ 
Dans. cette égalité, les nombres m, v, w sont pris en valeur 

absolue ; en tenant compte des signes, et en se conformant 

à ceux qui résultent de la figure ci-dessus, ou doit changer 

«, V, w, respectivement, en — u, — v, — w et l'on a bien la 

formule annoncée. 

6. Reuarque. — L'égalité (3) donne, parmi les conséquences 

qu'elle entraîne, le théorème de Jean de Ceva et sa propriété 
réciproque. 

Si l'on suppose que les droites AA', BB', CC soient con- 
courantes, on a S =: o; et, par suite, uvw ^ — i. Récipro- 
quement, si, dans cette égalité, on suppose uvw = — i , on a 
S = o ; les droites AA', BB', GC sont donc concourantes. 

7< Théoràma. ->- lorsqu'une transversale A rencontre les 
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eétés d'un triangle avx points A', B'. G', on a la relation 

A'C ■ B'A ■ OB ~ ' ' * ' 

Abaissons sur A, des sommets du triangle ABC, des 
perpendiculaires Aa, Bb, Ce; quus atons 



AJi_Bb FC_Cc C;A _ 

A'C ~ Oc ' B^ ~ Âô' ^ C'B ' 
Ces égalités eolralnenl la suivante 
A'B B'C C'A _ 
A'C ■ B'A ■ C'IÎ ~ '■ 



\a 




Ce théorème, comme on le sait, estattribué à Ménélails (*). 

OHénéluùs, géomètre grec [i. VD après J.-C.; Spherka, t. III, p. Ij. On 
cannait de lui deat ouvrages; t'un qui était reUtirau cilcul des cordes 
et qui a été perdu ; l'autre lolitulé tel Sphëri^ves, dans lequel se trouve 
c»mme lemmo la propriété en question. 

Ce théorème, al jnslement célèbre, était bien connu des anciens. On le 
trouve encore dans l'AlmagtsU de EHoIémée cl dans te VIII' livre des .jeuvres 
(le Pnppus. [Voyez: Cbasles, toi Irofs livres des Porisnws d'Euelide. p. 11)7.) 
t^baslcs dit à ce propos ('oc. àt.) : oll y a lieu de penser qu'Euclide luî-ménie 
Taisait usage du tbéoréme, et que c'eit par celte raison qun Puppus ne fait 
pas difficulté de l'employer dans ses lemmes, sans le démontrer .» Chasies 
fait allusion ici auj: tTente-huit lemmes d! Pappui qui ont servi à Slmson 
d'abord, à lui-même ensuite, Â rétablir, avec une certaine probabilité, les 
troislivrea des Porismes d'Kuclïde. 

Nous dirons ici, à cette occasion, que, si inRcnieu.se que soit la reconsti 
tution des livresen question, telle qu'elle a élu Taite par Slmson et parCbailes, 
celle longue suiie de propositions ne nous jiaralt oirrir qu'un intérêt scienti- 
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Sa réciproque est vraie et donne lieu à de nombreuse! coo 
séquences. Mais, sans reproduire la démonstration très 
connue qui établit cetle réciproque, nous allons, à l'imita- 
lion de ce que nous avons fait tout à l'heure pour le théo- 
' rème de Jean de Ceva, donner un théorème plus général que 
celui de Ménélaiis et, de ce théorème général, nous dédui- 
rons, dans un cas particulier, la proposition de Ménélatis cl 
SB réciproque. 

S.Thâorème. — Si foji prend trots poinls .V.B',G' sur tes 
côtés d'un triangle ABC, et si l'on pose 

A^_ FG_ . c;a_ 

A'O""' B'A~ *' (J'Ji""''^' 
la sur/acc o du triangle A'B'C est donnée par la formule 
a ■ I — UYW 



-(, _u)(, 



>■)(.■ 



"•)■ 



(3) 



Fig i 



Cousidérous les 
deux triangles AC'B', 
ABC; lis ont un 
commua et 
s pouvons écrire 
AC'B' _ AC . AB' 
ABU ~ AB . AC ' 



AC B u i_ 

'" Ai)U ~ to + I i + »■ 

En appliquant cette remarque eus triangles CA'B' et 
BA'C, puis eu observant que 

. + AC'B' + CA'B' + BA'C = S, 
nous avons, d'abord, 

AC'B' + CA'B' 4- BA'C _ tc(i + ») + il(i -f v)+vli+a-) 
S (u + I)(ll +!)(», + 1) 

Bque titeitiiMe, parce que les ihéorëmes énoncés ne sont, pour le irès gmùd 
nombre, que dei corollaires, 1res multipliés, d'une proposition générale, 
unique, celle qui vise le lieu décrit par le point d'intersection des bronches 
correspondanlea dedeui faisceaux homograpbiques, ojianl deux rayons EOrre»- 
poadanis coïncidents. Il reste, Il est vrai, au lirra fn queMlon, «on grand 
intérCt historique, lequel ecl hors de eontesiatiiM. 
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puis 

• _ w(< +<,} + <,{• +v) + «('+«'} 

s („ + ,)(„+,)(„+,) 

o I 4- "f «^ 

ou ODCore ^ _ ,„+,)(„+ ,,(,„_|. ,) ■ 

CetLe relatiou suppose que u, i-, w sont des quantités 
prises en valeur absolue; si l'on veut les affecter de signes, 
conformément à la conveiitioQ ordinaire, on a bien la for- 
mule iinuoncée. 

Parmi les conséqueurfs qui résulteni de celte focmulc, on 
peut observer que : l^si les trois points Â', B', G sont en ligne 
droite, on 85=0, et, par suite, uvw = 1 ; c'est le théorème 
de MéuclaUs; S* si uvw = 1, alors a ^ o; les trois points 
A', B', G' sont en ligne droite ; c'est la propositiou réciproque. 

CHAPITRE II 

LES TRANSVERSALES, LES POINTS, ET LES TRIANGLES RÉCIPROQUES. 
— TBÉORÈMES DIVERS. 

8. Définitions. — Points et transversales réciproques. — 




Nous ferons souvent usage, surtout dans la première partie 
de ce livre, de points et de droites, associés d'après une 
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loi que nous avons imaginée aolrefois (*) et que nous avons 
nommés points réciproques et transversales réciproques. 

Imaginons un triangle ABC et, dans le plan de ce triangle, 
lin certain point 0'. La droite O'A rencontre BC en A' ; soit 
A' le symétrique de A' par rapport au milieu de BC. La 
droite AA" el les droites analogues BB' CC (d'après le théo- 
rème de Jean^ de Ceva et sa réciproque) concourent en un. 
point 0'. Ces 




Prenons maintenant une transversale i', dans le plan du 
triangle ABC ; A rencontre ABC en des points A', B', C. Si 
nous imaginons les points A', B', C symétriques de ceux- - 
ci par rapport aux milieux des côtés BC, CA, AB, les trois 
points A', B', C" sont situés (d'après le théorème de Méné- 
laiis et sa réciproque) sur une droite ù'. Ces deux droites 
A', A', ainsi associées l'une à l'autre, ont été appelées par 
nous transversales réciproques. 

Ces points el ces transversales réciproques doivent jouer un . 
certain rôle dans ce travail; parce que l'on peut toujours. 
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avec la règle et l'équerre, déterminer le milieu d'une droite 
et le symétrique d'un point donné, par rapport à ce milieu. 

10. Reuahque. — Considérons trois points quelconques A', B', 
C, sur les côlés du triangle ABC, et, en même temps, les 
points A', B", C déterminés comme nous venons de le dire. 
Les deux triangles A'B'C , A'B'C (triangles réciproques comme 
noQS poumons les appeler) ont la même surface. 

En effet, la formule (S) reste identique à elle-même quand 

ou change m, v, w, respectivement en — , — , — , 

^ • ' ' '■ U V 10 

Le théorème des transverâsleâ réciproques doit donc, 
d"après cela, être considéré comme un cas particulier de 
la proposition plus générale que nous venons d'établir et 
qui met en lumière l'équivalence des surfaces de deux 
triangles réciproques. Ce cas particulier peut se formuler 
ainsi : si l'un des triangles a une surface nulle, il en est 
de même du triangle réciproque. 

11. Ttaéoràme. — Les coordonnées (a', p', y), (*', p', y') de 



Fig. S. 
cteux points rèciproqaes 0', 0' vérifient les égalités 

«a' = py = it'. 

G. Dt L. - GÉOXËTIIE DE LA RÈGLE. 
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Bu effet, les deux IriaDgles BOA, COÂ, (fig. 6) donseut 

BOA _ y _ BA' 

COA ~ p' ~ CA' ' 
D'autre part, 



BO'A 
CO'A '' 



¥ 



BA' 

'' CA" 



BA'=CA' et BA' = CA'; 
les égalités précédentes donnent donc 



On a doDc, finalemeut. 



12. Théorème. — Si l'on considère deux droites i', A' f ratis- 

versâtes réciproques par rapport au triangle ABC, les perpen- 
diculaires (U', V, W), {0', V, W) abaissées des sommets de 
ce triangle, sur ces deux droites, vérifient les égalités 
U'U' = V'V' = W'W. 
Les triangles semblables donnent 

A'B _ y 

AC ~ W ' 



0) 



et 



Mais on suppose 
A'B: 




= A'B; 
ou a donc 



W 



V * 



V'." = W'W. 
On trouve, pour les 
mêmes raisons, 

U'U' = VV, 
et l'on a, finalement, 
U'U' = V'V' = "W'\V'. 



13. Remarque. — Les longueurs U,V, W, qu'on peut oppe- 
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lei les coordonaées de la di-oitc A par rapport au [hanglo 
ABC, vérifient la relation (8) 

U' sin" A + V» sin' B + W» siu» C — 2VW sin B sin C cos A 

S» 
— 2UW sin A sin G cos B — alîV sin A sin B cos C = p^, 

S désgnant l'aiie du triangle ABC, R étant la longueur du 
rayon du cercle circonscrit à ce triangle. 
On a, eu effet, 

U + V = c sin y, et V + W = 6 sin p, 
et 

C03(P -\- ■[)=: — COS A. 

Celte dernière relation donne 

sin' A ^ sin" p -\- sin' y — 3 sin p sin y cos A, 
et, par suite, 

-(U + yr , (U + w)' ju+v)(U4- w) 



i'A ='- 



cos A. 



C'est de cette dernière égalité que l'on déduit la formule 
(8). Cette relation a été donnée par Painvin (Géométrie ana- 
lytique; relalion entre tes coordonnées trilaléres d'une droite, 
p. 89) ; elle peut se mettre sous la forme 

4S' = o'(U — V)(U — W) -I- b\V — U)(V — \V) 

_j_c'{W-V)(W.-U). (9) 

Nous donnerons maintenant une série de propositions que 
nous appliquerons dans la suite ^ certaines construclions. 

Quelques-unes d'entre elles sont très connues, ou tout à 
fait évidentes; nous nous bornons â les énoncer. 

14. Théorème. — La droite PQ menée par le pointJeconcours 
des diagonales du trapése 
ABCD est parta^iée, par le 
point et par let côtés du Ira- 
péae, en deux parties égales. 

De plus, on a 




-ÂB^ 
15. ThéorÔme (*) 



Fig. iO. 

— Si Von coupe un trapèze par une 



(") Celte propriété élémentaire est un cas particulier de celles qui se ralla- 
dient aui poDctu elles projectlTei. (Voy. Cremona, livre cité, p. 55 et suifanJea; 
ConstrutHont des farmet projtctives.) 
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droite P'Q' parallèle à ses bases, cette droite rencontre les côtés 
et les diagonales en des points 

F, 0', 0', Q'; 
et Von a 

P'O' =^ O'Q". 

Cette prophélé résuUe iinmédialcmeat de la précédente, 

et, d'ailleurs, elle peut être considérée comme cocsliluanl 

UD de cas particuliers du théorème suivant, qui est peut-être 

moins connu. 

16. Théorème. — Soi/ ABCU un quadrilatère; une droite A 
est mobile dans son plan, mais elle reste constamment parallèle aa 
côté AB; A rencontre les câtés AD, BC en des points I, J et les 

diagonales AC, BD en des points I', J' ; le rapport yy. est constant 
et égal à 




Soit Ole point de concours des diagonales AG, BD; par 
menons MN, paiallèlement à AB. Les triangles semblables 
de la ligure ainsi formée donnent 

ir _ AI' _ BJ' _ JJ' 

ÔM ~ AO ~ BO ~" ON' 

Ainîi, uojs avons 



OM 
' ON* 



D'ailleurs. RO reuconlre AB en un ccilain point Q, con- 
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jugué harm 
et comme 


onique de P. Il résulte de cette observalio 
PA QA 
PB ~ QB' 

QA OM 
QB ~ ON' 


n que 


nous a vous 


1 bien, finalement, 

ir PA 

JJ^ ~~ PB" 





17. Théorème de Desargues. — Lorsqxte deux triangles 
ABC, A'B'G sont lellement situas que les droitca AA'.BB', CC 
soient concourantes, les côtés correspondants se coupent deux à 
deux en trois points situés en ligne droite; et réciproquement. 

C'est cette propriété bien connue qui a servi de base à la 
transformation bomologique de Poncelet; les deux triangles 
ABC, A'B'C, ainsi placés, sont dits homologiques. 

18. Théorème de Mac-Laurin et de Braikeq- 




ridffe (*). 



Fifi. It. 
- Soient A, i' deux droites fixes et A, B, C trois 



{•] Le ibéurème de Mac-LauriD el de firsikenridgâ est pliu général ; celui 
que nous donoona ici n'est, à proprement perler, qu'un corollaire de ce ibéo- 
tlitae.{Vcy.nolKGéomi-lrie analytique, p. 335.) On doit d'ailleurs iwnsidprer le 
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points fixes stlués en ligne droite ; par A, on mène xine trans- 
versale mobile qui coupe 1 en V et &' en Q; les droites BQ et 
CP se coupent en un point I dont le lieu géométritfue est wne 
droite passant par le point commun. 

Le3 droites GP etBQ coupent, respectivement, OB et OC 
aux points R et S. Lo théorème de Ménélaiis donne suc- 
cessivement 

MP OQ _ AM 
OP ■ NQ ~ AN' 
OP RB __ UB 
MP ■ RO ~ ÛM' 
KQ SO _ BN 
OQ ' SU ~ BU* 
Multiplions ces égalités, membre à membre, et noui flvons 
RB SO _ AM . BN 
RO ■ SO ~ CM . AN' 
D'autre part, le théorème de Ménélaiis, appliqué do nou- 
veau au triang^le OBC et b la transversale TRS, donne encore 
RB SO _ TB 
RO ■ se ~ TC 
Ainsi, 

TB _ AM . BN 

TC ~ CM . AN' 

Cette égalité montre que le point T est fixe, quand on 

suppose que la transversale APQ est mobile autour de A; le 

lieu du point I est donc la polaire do T par rapport aux 

deux droites fixes OB, OC (*). 

19. Théorème de Pappus. — Sur les côtés d'un qua- 
drilatère ABGD on prend deitx points qttelconguesV, Q; ayant 
mené les droites GP, AQ d'une part, DP, BQ d'autre part, on 
obtient deux points 0', 0' qui sont en ligne droite avec le point 
de concours des diagonales AD, BC. 

ihéoième de Hac-Laurin et de Briiikenridge connue un cas pariieulier du 
théorème de Chnsles, tbéorËnie relalit au. lieu des points de concoura Aea 
branches correspondantes de doui fdisceaux bomographiqnes. Mais le cas 
trèssirapleqnenouseiamiaoDsiciaafBlaatapplicatiwisquenoasavonH en vue. 
(') Cette proposition conslitne un des porUmes attribués à GueUde (V. Chulei, 
(ts troif livres dw PorisniM d'Euetide, p. lûîj. 
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Celte remarquable ptopriélé fait partie des trenle-huit 
lemmes de Pappus qui ont permis de rétablir approxima- 
tivement les trois livres des Porismcs d'Euclide, aujourd'bui 
perdus (^). 

On peut la démontrer par des considérations diverses pre- 
nant pour base ; soille théorème , 
de MénéiaUs, soit les propriétés 
bien connues relativesaux trans- 
versales d'un faisceau de quatre 
"droites concourantes. Ces dé- 
monstrations exigent toutes un , 
certain effort; et on peut éviter 
celui-ci en observant, avec Chas- \ "n,/ /'.A** 
les, que ce tbéorème de Pappus \ ,' /'■^■' \ 
est un cas particulier du fa- ili,/ / "^-^ '■. 
meus bexagramme de Pascal. ;/ '■,,■'1. .— — ^ 

Considérons en elTet ta figure c 9 

APBCQD comme constituant un Fîy. ta. - 

hexagone dont les six sommets appartiennent à deux droites ; 
le théorème de Pascal nous apprend que les trois points 0, 
O'O", sont en ligne 
droite. Ainsi, O'O" 
passe constamment 
par le point quand 
on suppose que F et 
Q se meuvent arbi- 
trairement : le pre- 
mier sur AB, l'autre 
sur CD. 

20. Théorôme. 

— On considère deux 
amjles P, Q, dont les 
c6tésse coupenl deux à 
deux aux points 0', 
0';R, S; SI, par les 




[•] Voy. Aperçu hitlorigve, p, J2. 
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oints P, Q on «tene deux transversales PAB, QCD, les droites 
BC et AD concourent sur O'O'. 

Cette proposition est encore un porisme rélabli par 
Chaslcs (•), elle est une conséqueace immédiate du lemme 
de Pappns. Si l'on considère en effet, comme l'iudique la 
ligure, AB et CD comme deux càtés opposés du quadrila- 
tère brisé ABDC, P est un point de AB, Q un point de CD; 
et en appliquant à ces deux points le théorème précédent, 
on voit ainsi que les trois points 0, 0', 0' sont en ligne 
droite. 

CHAPITRE III 

LES PROBLËU^S FONDAMENTAUX 

21. — Nous pouvons aborder maintenant la solution de 
certains problèmes qui intéressent toul particulièrement la 
géomélrie de la Règle et de l'Équerre, Quelques-ana, parmi 
eux, sont très simples; nous passerousalors rapidementsur 
leur solution, en nous bornant à indiquer celle-ci; d'autres 
méritent de fixer nn peu plus l'attention et nous les expose- 
rons avec les détails nécessaires. 

Les problèmes qui vont nous occuper rentrent nécessaire' 
meuL dans ceux qui sont iiis du premier degré (*); nous ne pour- 
rons, bien entendu, aborder ceux du second degré ou, plus gêné- 
YBlemeal, les problèmes quadratiques (problèmes réductibles au 
second degré) puisque nous nous refusons l'usage du com- 
pas, instrument indispensable, du moins avec la resiriclîon 
que nous allons faire connaître, àleur solution, A ce propos, 
nous ferons observer ici que certains problèmes du second 
degré, proposés dans la géométrie da la règle, n'ont élé 
résolus, par les méthodes qu'elle peut présenter, que grâce à 
un point d'appui dont l'usage dénature complètement l'es- 
prit et le but de celte science; et c'est ce que Poncelet q 
nettement établi, en montrant « qu'un seul cercle, décrit 

(•) Ci-emonn, Géoinilrie projectire, p. tfiO. 
(*) rhuslea, livre cilé, p. 130 [PoTîsme xiix). 
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une fois pour toutes, pouvait servir à résoudre tous les pro- 
blèmes du second degré (*) ». 

A cette idée correspond, au point de vue du dassin, une 
géométrie particulière (*'*) que nous n'avons pas à envi- 
sager ici, géométrie fort curieuse d'ailleurs, et dans laquelle 
on se propose la solution des problèmes quadratiques, en 
s'accordent seulement la présence d'un cercle dans le plan 
du dessin (•**), 

'22. — C'est encore une idée de ce genre, qui préside à 
la solution de certains problèmes de ta géomélrie de la 
règle, problèmes dans lesquels on se propose de mener des 
parallèles avec la règle seule et sans le secours de l'équerre ; 
ou, ce qui revient au même, de la fausse équerre. 

Parmi les questions qui rentrent dans cette dernière caté- 
gorie nous indiquerons le problème suivant qui e été Iraité 
par Lahbbrt (»***) ; par un point donné dans le plan d'un 

(•) Idem, p. \6i. 

(") Steiner a développé cette géomélrie dans un livre ayant poar titra 
Die geomeiriichea Konstmclionen ausgefiihrl millelsl der geroden Linien 
imd eitKtfeile» Kreim (Berlin, 1S331. 

I,*"l Mous citerons, à l'appui de ce que nous avançons ici, le problâmc 
proposË dans les Annales de Gergonnk |I. I, p. 2'>9] àam les termes sui- 
vants : Trois droiles indéfinies étant données de potilion par rapport à uaa 
courbe quelconque du second degré, et dans un même plan avec elle ; on pro- 
pose de construire, en N'eiii'LOïANT yt'E la règle SEutEVEnr, un triangle 
dont les troin côlts soient des tangentes à la courbe et dont les sommets te 
trouvent svr trois droites données. 

Ce problème a élé résolu par Sebtois [toc. cit., p. 337) et par Rochat floc. 
cit., p. 3t]). Il parait soluble par l'emploi de la règle parce qu'une coniqtte 
est tracée dans te plan du dessin, mais c'est vraiment un problème du second 
degré et ta règle seule ne peut suffire i la solulicn des problèmes de celle 
espèce. Oaos le cas présent, si l'on se reporte oui solutions données par 
Savais et Rochit, od reconnaît précisément qu'elles exigent, k un certain 
moment, la connaissance des points communs à la conique donnée et à une 
certaine droite que l'on a construite. Ces points se déterminent si la conique 
est tracée; dans le cas coDiraire, il faut avoir recours i la construction des 
points doubles de deux divisions bomographiques ; or, cel^e-cî exige l'empto i 
dn compas. 

EnBn, pour résumer en quelques mots toute notre pensée sur ce point, 
il est aussi impossible de traiter les problèmes du second degré p^r la 
règle, que de résoudre ceux du troisième degré avec le compas. 

(••") Lambert, Freie Persptclive, t. 11, p. 169 (Zurich, 171). — Voyez 
aussi Crémona, loc. cil., p. 80. 
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parallélogramme mener, au moyen de la règle seule, la paral- 
lèle à une droite située dans le même plan. On voit de suite 
quel est le point d'appui de la construction proposée; celle-ci 
ne devient possible avec la rfeglo seule (j'entends la règle 
dans le sens ordinaire du mot; non pas la règle plate, bien 
entendu, mais, si Vod peut dire, la règle à vne dimension) qoe, 
grâce à la présence du parallélogriimmc qu'on suppose tracé 
dans le plan du dessin. 

Si l'on accorde la règle plate, le problème qui consiste à 
mener, par un point donné, une parallèle à une droite également 
donnée se résout sans qu'il aoit nécessaire de connaître un 
parallélogramme dans le plan du def'sin; la règle plate per- 
mettant de tracer des parallèles équiilistanles et, par suite, 
des losanges. 

23. — Voici d'ailleurs, pour marquer par un exemple 
toute l'utilit'S de la largeur donnée à la règle plaie, comment 
le problème précédent a été résolu par le général de Coat- 
pont {*). 

Soit i la droite proposée ; par le point donné A, on pro- 
pose de mener une parallèle à cette droite. On plac^ la 
règle dans la posi- 
tion i, de fason que 
l'un de ses bords 
passe par A ; on 
marque les points 
B et B', puis on fait 
occuper à la règle 
les positions suc- 
cessives 2, 3, 4, en 
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profondément dans notre sujet, de bien définir les limites 
que nous lui avons tracées, et que les explications qui 
précèdent mettent, croyons-nous, sufflsamment en lumière. 

Et, pour nous résumpr ici, il est donc bien entendu que 
la géométrie pratique que nous développons vise uniquement 
les problèmes du premier degré, pour la solution desquels 
elle adopte la régie ordinaire, la régie plaie, Véquerre et la 
fausse ëquerre. Dans les opérations faites sur le terrain, 
opérations qui seront développées dans la seconde partie 
de ce livre, nous nous accorderons aussi le cordeau. Une 
simple ficelle, comme dirait Servois, fait tout cet instru- 
ment; mais nous montrerons alors le parli qu'on en peut 
tirer. 

Cela dit, nous abordons l'exposition de quelques problèmes 
qui sont d'un conslant usage, ot que, pour ce motif, nous 
appelons problèmes tondamentaux. Pour quelques-uns d'entre 
eux, nous ne ferons usage que de la règle seule; pour 
d'autres, nous utiliserons la règle et l'équerre; mais, dan» 
tous les cas, nous nous interdisons formellement l'emploi du 
compas. Enfin, pour éviter toute p. 
confbsion, nous aurons soin de _..-A 
spécifier toujours la règle plate, ,-■'' / 
quandnousnousenservirons;3inon, ,- ' 
le mot « règle » désignera l'ins- 
trument dans son sens ordinaire. A*^^ / 4b 

25. — Phoblèhk I. Partager un 

tegment AB en deux parties égales, \ / ,. ' 

Avec la règle et l'équerre on \:--'' 

trace des parallèles qui forment 

un parallélogramme, dans lequel W- * ■ v 

ÂB est une diagonale. La droite CD passe par le milieu 
de AB. 

26. — Problèhb II. Étant donné un segment AB, sur une 
droite tndé^ie i, porter ce segment sur i, à partir d'un certain 
point 0, donné sur A. 

On tracç, d'abord, une droite A' parallèU h 4, puis oq 
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forme saccessivemeat les parallélogrammes ABCD, GDOM. 
Il résulte de cetlo 
constructioQ que 
OM = AB. 

Ou peut donc, 

aïec la règle et 

réquerre, porter des 

longueurs détermi- 

'^' '■ uées, sur la droite 

qui les contient, ou sur des parallèles à celte direction, à 

partir d'un point donné. 

27. — Phoblèmr III. Prendre le symétrique d'un point A. 
par rapport à w» autre point B. 

-en *^« problème peut, mani- 

festement, être considéré 
comme un cas particulier 
du précédent. Il suffit d'ap- 
pliquer la construction que 
nous avons indiquée tout !i 

^'9- '*■ l'heure, comme le montre 

la figure ci-contre. Le point A', ainsi obleuu, est le symé- 
trique de A, par rapport à B. 

28. — PnoBLËHE IV. Porter une longueur donnée AB, sur 
«ne droite indéfinie 1, inclinée de GO'sur la direction de AB, à 
partir d'une origine donnée 0. 

Projetons, avec l'cquerrp, les points A et B, sur i; puis, 
prenons, comme nous venons de le montrer au paragraphe 
précédent, le point A' symétrique de A', par rapport à B. 
Nous avons évidemment A'A' = AB et, pour achever la 
construction proposée, il suffira de porter A'A', à partir de 
l'origine 0, comme nous l'avons indiqué plus haut (g 36). 

C'est ici le lieu de faire observer que la règle, dans le sens 
ordinaire de ce mot, no suffit pas, comme nous l'avons fait 
observer dans la préface de ce livre, pour résoudre, dans le 
casgénéral, le problème que nous venons de traiter dans deux 
oxi'uiples parliculiers. Nous allons d'ailleurs nous occuper. 
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dans le paragraphe suivant, du cas général; mais en 




preuant la règle dans le sens que lui a donné le général de 
GoatponI, et qne nous avons rappelé. 

29. — Problème V. Porter un segtnenl AB, sur une droite 
donnée A, 




Si Qous disposons la règle plate, à bords parallèles, suc, 
cessivement, comme l'indiqoe la figure, la droite OM est vi- 
siblement la bissectrice de l'angle formé par AB avec une 
des directions de i. Après avoir tracé les droites U et V. 
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puis OM, si Dous abaissons sur celle-ci des perpendiculaires 
AÂ.', BB', nous obtenons, sur A, deux points A' et fi'. La 
longueur A'B' est égale à AB. 

' Si l'oD veut porter AB à partir d'une origine donnée sur À 
on aura recours à la construction indiquée plus haut (§ 26). 

30. — pROBLÈHE VI. Tracer la bisseclrice de deux directions 
données. 

Si l'ou veut obtenir, avec la règle plate, la bisseclrice des 
semi-droites Oii, Oi' on placera cette règle, successivement, 
dans les deux positions indiquées ci-dessus (fig. SO) ; la 
droite OM, comme nous l'avons 
déjà remarqué, est la bissec- 
trice cherchée. 

31. — Problème VII. Par un 
yoint donné M, mener une droite 
qui soit partagée en deuai parties 
égales par ce point et par devas 
droites données A, A'. 
On mène par M (fig.Si} dos pa- 
t'ig. il- rallèles MA, MB aux droites A, y ; 

la droite cherchée CD est la parallèle à AB, tracée par M. 

32. — Phoblëhb VIII. Étant données deux parallèles A, A', 
mener, par tin 
]x>int domU P, 
avec la règle 
smle, une pa< 
rallèle à ces 
droites. 

Ayant tracé, 
dans l'ordre 
indiqué par 
les chiffres 
. placés sur la 
les 




ligure 

droites i, 2,.. 
j; on déduit pai' colle construction, du point P, le point 



Fij. tî. 
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Q. La droite PQ, pour des raisons coonues, ou faciles à 
trouver, est parallèle à A et à A'. 

Ce problème est d'ailleurs un cas particulier du suivaut, 
également bien coaau. 

33. — Problème IX. Joindre un {Kiint donné P au point com- 
mun à deux droitfs 
tracées à, A';cepoinlde 
concours étant inac- 
cessible, en ne se ser- 
vant que de la règle. 

Ce problfeme se 
résout, avec la règle 
seulement, par une 
construction iden- 
tique h celle que 
nous avons indiquée 
au paragraphe précé- ^'S- ^^■ 

dent et que la figure ci-dessus rend sufllsammenl explicite. 

34. — Problème X. Trois droites i, A', i', étant tracées sur 
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un dessin, mais leur rencontre ayant lieu en dehors des limites 
de Cépure, vérifier avec la régie tmle qu'elles sont concou- 
rantes. 

Ayant pris uu point P, arbilrairemeut d'ailleurs, mais 
dans les limites de l'épure, on trace parP deux transversales 
quelconques S, S' et l'on achève la construction indiquée 
par la figure. En supposantque A, \', A' soient concourantes, 
ou sait que 00' ropréseole la polaire du point commun 
R, par rapport au couple S, S'; d'aillenrs cette polaire doit 
passer par P. Ainsi, les trois points 0, 0', P sont en ligne 
droite, si i, A' et A" sont concouraules. La réciproque est 
vraie. 

36. — Phodlëme XI. Etant donnés trois points en Hyiic droite 
0, cû, 0'; trouver, avec la régie seule, le point lu', conjugué 
harmtmique de u>, par rapport au segvtent 00'. 




Fig. is. 

On trace d'abord les droites i, 2, 3, en joignant avec la 
fpglc uu point arbitraire P aux trois points donnés 0, w, 0'; 
on prend ensuite Q, arbitrairement d'ailleurs, sur m P ; enfin, 
ou achève la construction par le tracé des lignes 4, 5, 6. 
Le théorème relatif aux diagonales d'un quadrilatère com- 
plet indique que u' est le point demandé. 
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Celle coDStruclion bien connue, pour trouver le qua- 
trième élément d'un groupe harmouique, parait avoir été 
imaginée par De la Hirk (*). Le probifeme I, traité plus 
haut, peut être considéré comme un cas particulier de 
celui-ci, en supposant que m est le point situé à l'infîni 
sur 00'. 

36. — Problème XII. Étant données trois droites, PO, Pw, PC; 
trouver la droite Pw', rayon conjugué karmoni(fue de P« par 
rapport au couple PO, PO'. 

Ce problème est analogue au précédent; et, comme celui- 
ci, sa solution n'exige que l'usage de la règle. 

37. — Problème XIII. Étant donnés quatre points a, b, c, d 
dune part sur «ne droite A ; et trois autres points a', b', c' 
sur une droite A', trouver un point d' sur A' tel que le rapport 
anharmonique (a, b, c, d) soit égal au rapport ankarmonique 
(a', b', c', d'). 

Ce problème bien connu se résout, comme l'on sait, en 
joignant a'd et en faisant sur cette droite, en a', a, p, d, 
la perspective du groupe a, b, c, d; puis, avec un nouveau 
point de vue, placé à l'interseclion des droites xb', ^c', la 
perspective du groupe a', a, p, d, sur i' en a', b', c,' d'. 
Oa a 

(a, b, c, d) = {a', <x, p, d), 
et 

(o', a, p, d) = {a',b', c', rf); 
par suite, 

{a, b, c, d) = (o', b', c, (f). 

38. — PaoBLÈME XIV. Prendre le symétrique ^un point 
donné 0, par rapport à une droite A, éyalejnent donnée de 
position. 

On trace d'abord le parallélogramme OABC; ayant mené 

(*) Dbla BiBE, Sectionei Conica (Parisitï, 16S5), I, 10. — Vo^ez aussi 
Cbemona, toc. cit., p, 40. 

QÏOMilKIB DE LA BÉGLE. 3 
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A' parallèle à A, puis A* perpendiculaire à A, le point 0' 
situé à l'inlersectioQ ae A' et de A' est le point cherché. 



A/ / 

. a: a 



Fig. se. 
Cette solution exige, bien entendu, l'emploi de la règle et 
de l'équerre. 

39. — Problème XV. Cmutruire le stxiéme point d'une 
involution, connaissant cinq points de cette involutton. 

On sait que c'est à Desargues que l'on doit attribuer l'idée 
première de l'involution. Lorsque six jwints sont en ligne 
droite, ils ne constituent pas, en général, une ponctuelle en 
involution, et, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et 
suffisant que la ponctuelle considérée puisse se séparer en 
deux groupes (o, b, c;a', b', c'), de telle façon que les cercles 
décrits sur a(f, 66', c^, comme diamètres, aient le même axe 
tadical. 

Le théorème de Desargues, pris dans son interprétation 
la plus générale, peut être exprimé dans la forme suivante : 
Trois coiaques ayant ks mêmes points communs déterminent sur 
une tramveTsale quelconque six points en involution. 

Kn appliquant celte propriété aux trois coniques aplaties 
qui passent par quatre points donnés, on obtient un corollaire 
du théorème précédent. Ce corollaire, visant le quadrilatère 
complet et ses diagonales, peut se démontrer directement; 
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il permet évidemment, avec la rfegle pour tout înstrumcat, 
de construire le sixième point d'une involution. Cette remar- 
que a d'ailleurs été faite depuis longtemps (*). 



CHAPITRE IV 

LE PARTAGE d'dNE DROITE EK PARTIES ÉGALES 

PHOBLiHB. — Partager «n segment donné ÂB en p parties égales. 

40. Solution de Servois. — Je rapporterai d'abord 
la solution que Servois a proposée dans le livre que j'ai cité 
au début de ce travail. Cette solution est ingénieuse; nous 
devons pourtaùt faire observer qu'elle ne ressort pas absolu- 
ment de la géométrie de la règle seule, parce qu'elle exige 
qu'une parallèle au segment AB existe dans le plan du 
dessin ; or, celte parallèle ne peut être tmcée qu'eu utili- 
sant soit la règle et l'équerre, soit la règle plate. Toutefois, 
cette restriction une fois faile, celte donnée étant accordée, 
la construclion de Servois s'effectue avec la règle seule. 

Soit âB le segment proposé, ^ 

droite qu'on veut partager en p 
parties égales. 

Ayant tracé A'B' parallèle- 
ment à AB, la construction 
indiquée par la figure donne 
d'abord le point 0,, milieu 
de AB. 

Joignons 0,B'; celte droite 
rencontre A'B en R et CR • 
détermine les poiulsO. ; 0,B est 
le tiers de AB. " ". ". "^* ' 

Joignons O3B qui coupe AB' Fig. 87. 

en S; es coupe ÀB en 0,; OjB est le quart de AB. 

Et ainsi de suite. 

Pour démontrer cette loi, supposons que le point Oj_i soit 




. XVII, p. 185. [Sturn; iMom rfcs lignes du 
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' niv = VI?. (3) 



tellement situé sur AB que uous ayons 

puis, effectuons la construction indiquée par la figure. 
Nous allons prouver que 

0,B = ^, 
P 
Nous avons d'abord, d'après 1« Ihéorème de Méuélails, 

0,0^ ^b;_ ÇB ^ , .„, 

0,B 'MO^,' CB' ' ' ' 

D'autre part, les triangles semblables donnent 
MB' _ A'B' CB _ AB, 

m;:, — BO^, ' " CB' ^ A'B' 
Les égalités (2) et (3) prouvent que 

0,0^ _ B(Vi _ _i 

0^1 AB P — 1 ■ 

Nous avons donc 

0.0.-I + Ofi _ ' + P — ' 
P — ' ' 
ou 

U,-,B _ p 
0,B -p- 
Cette dernière 
comparée avec (1), donne 
bien, finalement, 

p 

41. Rbuarûite. — La dé- 
monstration de Servois est 
g sensiblement plus longue 
qao celle que nous Tenons 
d'indiquer; mais elle se 
termine par une réQexion utile, portant sur ce fait que c ce 
problème pourrait servir à se former sur le terrain une 
échelle de lever ». Observons pourtant, à ce propos, que 
les échelles de lever se font ordinairement au 1/10°, au 
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1/100*. . . ; et nous donneroos plus loin une confitruclion tife8 
rapide pour partager une droite en 10, 100.. ■ parties égales. 

42. Solution de M. Cremona. — Pour résoudre le 
même problème, AB désignant encore le segment proposé, 
K. Cremona suppose connu le point C, symétrique de A par 
rapport à B. G'esl, au fond, comme le voulait Servois, dans 
la solution que nous venoos de rappeler, s'accorder une 
parallèle au segment. En effet, ce problème ne peut èlre 
résolu, non plus que ceux de la même espèce, avec la 
règle seule; mais, pour insister encore une fois sur cetto 




idée, avec la règle plate, ou avec la règle et l'équerre. Quoi 
qu'il en soit, voici la solution proposée par M. Cremona (*). 

Soit joint un point quelconque M, aux points A, B et C; 
la construction indiquée par la figure donne trois pointa 
Oj, 0„ 0, et l'on a 

OjO, = O.Oj. 

Les droites C0„ BO, donnent alors le point M,; puis, 
de celui-ci on déduit le point O4 ; et ainsi de suite. 

1*1 toc. e«., p. H!!. 



1.;. Google 



3k essai sur la GiOHÉTRlB 

On détermine ainsi sur une droite A, parallèle à AB, une 
série de points : 

0„ 0., 0, ... Op^,, . 
et l'on a 

0^0, = 0,0, .... = Op Op+,. 
Cela posé, si l'on joint BO, et AO^+i, ces droites se coupent 
en un certain point Z et le faisceau (Z0„ ZOj, . . . ZO,) 
donne sur AB la ponctuelle cherchée. 

43. Behabqde I. — Si le point Z était rejeté à l'infini, ce 
qui arriverait si, par hasard, on avait 

AB = pO.O,, 
il suffirait de changer la position du point initial Mi, en le 
rapprochant ou en l'éloignant de AB. Mais il est très facile, 
par un simple coup d'œil donné sur le dessin, d'éviter cette 
singularité; on peut même toujours s'arranger de façon que 
le point Z soit placé dans les limites du cadre. 

44. Eemarque II. — On peut résumer la construction 
précédente en ohservant qu'elle revient, en définitive, à 
porter p longueurs égales sur une parallèle au segment 
donné et il faire la perspective du groupe ainsi ohtenu sur 
la droite donnée, les rayons extrêmes do cette perspective 
passant par les extrémités du segment proposé. 

Si l'on s'accorde l'usage continu de la règle plate, on 
voit qu'il résulte de la remarque précédente un moyen 
rapide de résoudre le problème en question. Mais cotte con- 
struction est trop évidente pour que nous ayons besoin d'y 
insister autrement. 

46. Solution de M. Baehr. — Sous le titre : Figuration 
des inveises des nombres entiers et des inverses des produits de 
deux nombres entiers consécutifs, M. Baehr, professeur à l'École 
polytechnique de Delft, a communiquée l'Association fran- 
çaise pour l'avancement des sciences (*) une remarque dont 
malheureusement le titre seul figure dans l'Annuaire. 

(') Congrès du Havre; 1877. 
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Mais M. Laisant l'a reproduite plus tard (*J avec quel- 
ques détails et nous allons la donner ici, avec certaines 
mudifications. 

M. Baehr prend pour base de sa construction un rectangle 
doot les cOlés sont, respectivement, égaux à i et 2. Pour plus 
de généralité, considérons uo trapèze quelconque ÂBCD; 
puis elTectuons la construction indiquée par la figure, con- 
struction 'qui conduit, de proche en proche, aitx points 
Oi, O3, ... Op_i, Op que nous allons considérer. 

Par application d'un principe précédent (§ 14) (aptes avoir 
posé M»0* = X*, AB = a, CD = b) noua avons : 

7- Â "1" ^' 



Ces égalités combinées donnent 

Xp b a 
Si, dans cette formule, nous supposons a = b, ce qui, au 
point de vue de la construction géométrique précédente, 
revient à prendre 
pour point de dé- 
part de celle-ci 
un parallélogram- 
me, au lieu d'un 
trapèze , nous 
avons 



Fia. 30. 
marque résulte 
un tracé rapide et simple, pour résoudre, au moyen Je la règle 

(•) Discouri d'ouverture et notice hitlorique tar ta travaiia: mathématiqua 
de rAuodation, par C,-A. LBtsaat, dépulé de la Loire- Inférieare, docteur 
è> BcieDces milhi^ma tiques; congrès de Honlpellier, 1879. 
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et de l'équerre, le problème qui nous occupe. Mais nous allons 
déduire encore, comme on va le voir dans le paragraphe 
suivant, de la construction que nous venons d'indiquer, 
un procédé rapide pour partager une droite donnée en dix par- 
ties égales. Ce cas particulier de la division d'un segment en 
parties égales présente une importance spéciale au point de 
vue des opérations pratiques que soulève l'arpentage. 

46. Problème XIV. — Partager une droite donnée en iO, 
100, . . . pariies égales. 

FRBHiËnE SOLUTION. — Rcportous-nous à la figure précé- 
dente et cherchons quel est le rapport des deux longueurs 
OpOp_, et BD. 
Nous avons d'abord 

BOp _ ^ BOy-t _ JTp-i 
BD ~ "F' ^ ~BD' ~ ~b~' 
C!es égalités donnent 



BD 6 

D'autre part, des relations : 



(f) 






nous concluons 
ay-t — a 
6 
et, conséquemment. 



-(f +■)*]' 



Xp_i — x„ ab 



à [a-\-pb][a + (p+ I) 

Des égalités (!) et (2) nous déduisons 
OpO-_, ab 



BD ■ (a+p6)[a + (p+i)6]- 
Si nous supposons, en particulier, a =: 26 etp=2, la 
formule précédente donne alors 

0,0. _ I 
BD ~io" 
En admettant que 6G soit la droite qu'il faut partager en 
dix parties égales, on voit comment ou peut tirer de cette 
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remarque dd procédé rapide pour résoudre le problème en 
question. En appliquant au segment la même construc- 
tion, on aura la centième partie de BD; et ainsi de suite. 

Seconde solution . — Soit AB le segment proposé ; par A 
traçons une droite arbitraire As, puis prenons (§ 38) la symé- 
trique de B par rapport à kz ; nous obtenons ainsi un triangle 
isoscèle BAC que nous allons considérer. Par le point R, 
milieu de AB, menons KT parallèle à BC, puis joignons les 
points R et T à un point P, arbitrairement choisi sur BC. 
Des points R et T nous déduisons successivement, par la 
construction indiquée par la figure, les points S, Q, E et I ; 
c'est ce dernier que nous visons plus particulièrement, et 
nous nous proposons de chercher le rapport des segments 
IR et AB. 




Mous poserons PG ^ m, PB = n ; le théorème de Uéuélalls 
appliqué au triangle ABC et à la transversale PTS donne 



et, par suite, 



AS 
AB ' 
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OU, en observant que AB = 2AR, 

AS _ 2m AS _ 2m 

ÂR "~ m -f- n' ^^ BS ~ n — m' * ' 

La droile PI pouvant être considérée comme la polaire de 
A, par rapport au faisceau des droites (PR, PS), le point I 
est conjugué harmonique de A, par rapport au segment RS. 
On a donc 

IS _ AS _ am 
IR ~ AR ~ m + a ■ 
De cette égalité on déduit 

RS 3m + n ' ^ ' 

Les relations (3) et (3) donnent, par combinaison, 
AS __ 3m -J- n 
IS n — m ' 

celle-ci, par comparaison avec {!}, conduit à l'évaluation 
du rapport cherché. On a, d'abord, 

IS _ mfn - m) . 
AB (m + n)(3m + n)' ^ ' 

puis, finalement, 

I» _ "-*» /«. 

AB 2(3m + n)' ^^ 

En supposant n = 2m, c'est-à-dire eu prenant le point F 
symétrique de B, par rapport à 0, on a 
IR _ I 
ÂB"TÏÏ* 
Dans celle même hypothèse l'égalité (4) donne 



Ainsi, l'application de la construction que nous indiquons 
ici, fournit uu moyen rapide de trouver la dixième ou la 
quinzième partie d'une droite; mais le premier partage, 
comme nous Tavons déjà fait observer, présente seul un 
intérêt particulier. 
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CHAPITRE V 

LE TRACÉ DES CONIQUES, CONNAISSANT LES SOUMETS 

47. — Nous ne voulons, bien entendu, nullement aborder, 
dans ce chapitre, ou dans los suivants, une étude particulière, 
encore moins une étude générale des coniques ; notre intention 
se bornera à présenter quelques propriétés intéressant le côté 
pratique que nous poursuivons dans ce travail; particulière- 
ment le tracé des coniques et celui de leurs tangentes. Nous 
dirons aussi un mot de la détermination du centre de cour- 
bure dans les coniques. Â ces points de vue divers, nous 
allons, successivement, considérer l'ellipse, l'hyperbole et la 
parabole. 

Théorème. — Soit AA' un axe d'une ellipse T; on prend 
sur r un point M et l'on joint ce point aux extrémités A, A' 
de taxe considéré ; la perpendiculaire à AM, au point A, ren- 
contre A'M en \i.; le /tew de [* est une droite A perpendiculaire 
à AA'. 

Cette proposition que nous avons rencontrée autrefois dans 
le développement d'une étude de géométrie comparée à la- 
quelle nous avonsdonné le nom de transformationréàproqae (*), 
peut s'établir élémentairemcnt de la manière suivante. 

Le point M étant situé sur une ellipse dont les axes ont 
pour longueur respectivement a et b, on a 

^51 = !■ (I) 

4B. A'H a' ^ ' 

D'autre part, les triangles semblables de la figure donnent 
MH _ fD MH _ AD 

ÂB-ffD ' AH - fD- *^' 

De ces deux égalités on déduit 

:mH* _ AD 
AH. A'H ~ A'D" 

I*] Jovmal àeMalhémaU^ueispidi^i 1889. 



i.;. Google 



44 KS8AI SUR LA GfcOHÉTRU 

Cette relation, rapprochée de (1), prouve que 
AD _ 6- 
A'D ~ o'' 
Ainsi, le lieu décrit par le point ^ est une droite A, per- 
pendiculaire à A'A, en un point D qui partage extérieure- 
ment lo segment ÂA' dans le rapport des carrés des axes 
de l'ellipse proposée. 

On doit observer que la démonstration précédente s'ap- 
plique taaaifestemeat au cas oU l'on ferait la construction 






indignée, en prenant le petit axe de l'ellipse, au lieu du 
grand axe. 

48. Problème- — Construction de l'ellipse, point par point, 
au moyen de ta règle et de t'équerrc, connaissant trois sotn- 
mets. 

Le théorème que nous venons do démontrer conduit im- 
médiatement à la solution de ce problème. 

Soient A, A', B les trois sommets proposés ; appliquons 
au point B la construction que nous avons elTectuée au 
point M avec les cordes AM, A'M. Nous aboutissons ainsi 
à un point C (l'angle BAC étant droit) qui appartient à i; 
cette droite s'obtient donc en abaissant de C une perpen- 
diculaire sur AA'. 
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D'après cela, si nous prenons un point (*, arbitrairement, 
sur A, avec la règle et l'équerre nous aurons le point cor- 




respondant M et noua pourrons, dans ces conditions, con- 
struire l'ellipse, point par point. 

49. Gonstraction de la tangente. — Première solu- 
tion. — Pour expliquer la construction que nous allons indi- 
quer pour la tangente à l'ellipse, par un point donné sur la 
courbe, au moyen de la règle et de l'équerre, considérons d'a- 
bord un cercle et, dans ce cercle, deux diamètres rectangu- 
laires &.&.', bb'. Prenons sur la circonférence nn point m, puis 
effectuons la construction indiquée par la figure; nous 
allons montrer que la tangente mT passe par le milieu dePP*. 

En effet, les angles 7 et a sont égaux, comme ayant le 
même complément ix. D'autre part, nous avons, pour des 
raisons évidentes, 

d'oh nous concluons 

2 = 4. 

La droite mT est donc, dans le triangle rectangle PmP', 
la médiane correspondant an côté PP'. 
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RopoFtoDB-iious maintooant à la ^^. âd et considérons l'el- 
lipse comme la projection du cercle principal, lorsqu'on a 
fait tourner celui-ci, autour de AA', d'un angle convenable. 
Les droites mb, mb' ont alors pour projection, respective- 
ment, MB, MB' et celles-ci coupent AA' précisément aux 
points P et P'; mT a pour projection MT, droite qui est la 
tangente à l'ellipse au point M'. D'après cela, MT passe par 
le milieu de PP' et pour obtenir la tangente MT, avec la 
règle et l'équerre, il suffit de conipléter le parallélogramme 




PMP'R; la seconde diagonale MR est la tangente cherchée. 

Seconde solution. — Considérons dans la fig. 34 le point de 
rencontre r, de mT, avec la tangente au cercle, au point A. 
La droite rO est perpendiculaire sur Km ; conséquemment, 
elle est parallèle à A'm. Nous concluons de cette observation 
que les doux, triangles «A'O, rOA sont égaux et que, par suite, 
rs est parallèle à AA'. 

Si nous considérons maintenant, comme tout à l'heure, la 
projection de cette figure sur le plan de l'ellipse considérée, 
la droite rs se projette suivant une droite RS parallèle à AA' 



1.;. Google 



DI LA RÈaLS KT DE L'ÉODKHRB 41 

et nous déduisons, de celte remarque, la coastructioa buî- 
Tante. 

Soit M le point considéré sur reîlipse, dont trois sommets 
A, A', B sont donnés ; ou 
point A élevons &.15 per- 
pendiculaire sur AA' ; S 
~ étant le point de ren- 
eonlre de MA' avec Faxe 
OB, on mène SR parallèle 
à âA' ; BU est la tan- 
gente demandée. 

Behabqds. — Les pro- 
priétés sur lesquelles nous 




Fig. 35. 



basé les deux constructions 
précédentes sont projectives; nous pouvons donc faire ob- 
server que l'une et l'autre peuvent être appliquées dans le 
cas oii l'on donne, en position et en grandeur, deux dia- 
conjugués de la courbe. 



50. Cas de l'hyperbole. — La construction que nous 
avons indiquée tout à l'heure pour le tracé de l'ellipse, point 
par point, au moyen de la rfegle et de l'équorre, subsiste 
pour l'hyperbole, avec une modification que nous allons faire 
connaître. 

Montrons d'abord que le théorème qui sert de base à la 
construction citée est encore vrai pour l'hyperbole. 

Beportons-nous à la fig, 32 et supposons que, dans cette 
figure, jjL représente un point de l'hyperbole. Nous avons 
donc 

DP' jnp ^ , 

a' 6» 

ou 

^ _ (DO + a)(DO — a) _ DA' . DA 



D'autre part, les égalités (A) établies plus 

prouvent que 

AH _ iJ-O' 
A'H~AD . A'D" 



haut (§ 47) 
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Cette égalité, combinée avec la précédente, donne enfin 

A'H ~ a»" 

Ainsi, en admettant que le point i* soit mobile sur l'hyper- 
bole dont los sommets réels sont A et A', et dont l'axe non 
tranaverse a pour longueur b, le point correspondant M décrira 
une droilo bien déterminée MH, perpendiculaire à AA', en 
un poiut H appartenant au segment AA' et tel que les segments 
AH, A'H soient entre eux dans le rapport de fr' à a*. 

11 nous reste à montrer comment, d'après cette remarque, 
on peut réaliser, pour l'hyperbole, la construction de la courbe 
point par point au moyen d'une règle et d'une équerre, les 
sommets de la courbe étant seuls c 



A'" ' û 2 A 



Fig. SB. 

Soient A, A' et B (fig. 36) les trois sommets donnés ; on sait 
que A'B est une direction asymptotiquedc la courbe et l'on peut 
chercher le point qui, sur MH, correspond au point situé à 
l'infini, sur l'hyperbole, dans la direction A'B, Ce point 
s'obtient en abaissant sur A'B la perpendiculaire AH, Si, du 
point H, on abaisse HK perpendiculaire sur AA', on obtient 
une droite A qui représente le lieu géométrique des points 
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correspondants de l'hyperbole, conformément à la toi géo- 
métrique proposée plus haut. 

D'après cela, si l'on prend sur A un point I et si l'on effectue 

la construction indiquée par la figure ci-dessus, au point I 

. correspond (l'angle lAMétautdroit) un pointMdel'liyperbole. 

SI.Remabqdi. — Koua ne voulons faire allusion au tracé de 
la tangente à l'hyperbole, avec la règle et l'équerre, en 
un point pris sur la courbe, que pour rappeler que cette 
construction est très connue. Elle résulte immédiatement 
de la propriété fondamentale en vertu de laquelle la tan- 
gente à l'hyperbole est partagée en deux parties égales par 
le point de contact et les asymptotes. 

62. Cas de la parabole. — Le tracé que nous allons 







V 
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^7 
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\\ 


b/// 
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\ " 



Fie, 37. 

indiquer pour la parabole repose sur la remarque suivaute : 

Sot^ Â un potnl quelconque d^une parabole de sommet 0; on 

joint OA, pwM, à cette droite, on éUve «ne perpendiculaire OA', 

jusqu'à sa rencontre avec le diamètre du point A.; le Heu de ce 

G. DE L. — GioMlnn di la Rieu. 4 
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po^t A', quand A décrit la parabole propoiée, «*t une droite 
perpendictUaire à l'axe. 

Cette propriété résulte immédiatement de ts relation 
connue 

y* — 2px = o. (t) 

Le triangle rectangle A'OÂ donne, en effet, 
OH» = AH.A'H, 
ou 

y' = x.A!K. (2) 

En comparant (1) et (2), on a 

A'H = 2p. 
et cette égalité établit la proposition énoncée. 

Par conséquent, si l'on donne les conditions essentielles 
pour déterminer une parabole, savoir : 1* le sommet, 
2' l'axe ox, 3" on point A de la courbe ; on pourra, d'après 
ces données, construire la droite à, puis déterminer comme 
l'indique la figure, les points A, B, G, D,... de la parabole 
qui correspondent aux points A', B', C, D',.., de i. Dans 
cette construction, les angles ÂOA', BOB' COC',... sont droits. 

63. Construotion de la tangente. — Le tracé de la 
tangente est une 
conséquence évi- 
dente de la pro- 
priété de la sous- 
tangente à la para- 
bole. Supposons 
que U soit le point 
donné ; si nous 
projetons A sur 
ox, en Q, la tan- 
gente en M passe 
par le point T, 
symétrique de Q 
par rapport à 0. 
D'après cela : on 
' "'" ™ projette A sur oy, 

6U point R, on joint MO et l'on mène TR parallèlement à 

MO; la droite MT est la tangente demandée. 
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54. RxuAmQUE. — On peut d'ailleurd construire la para- 
bole, simultanément point par point et tangente par tangente, 
de la manière suivante. 

Imaginons trois points OO'O' sur une droite 
et tels que l'on ait 

00' = O'O", 
et soient A, A' les perpendiculaires menées à 00' 
aux points 0, 0'. 

Par 0' menons une transversale qui ren- 
contre A en A et A' en A'. La parallèle i 00' 
menée par A et la perpendiculaire à AA' pas- fig. sb 
sant par A' se coupent en un point I. 

Lorsque AA' tourne autour du point 0", le point I décrit 
une parabole et la droite lA' représente la tangente i cette 
courbe, au point I. 

CHAPITRE VI 
TRACÉ MS CONIQQIS (ekameN DB QUBLQOES CAS MRTICULtUII!) 

56. Considârations générales. — Nous nous propo- 
sons maintenant d'examiner plusieurs cas particuliers inté- 
ressants qui se rencontrent assez souvent, soit dans les pro- 
blèmes de la géométrie ordinaire, soit aussi dans les épures de 
la géométrie descriptive. Pour ce motif, ces problèmes divers 
méritent de fixer notre attention; mais, b ce propos, il est 
peut-être utile d'expliquer ici comment les solutions des 
problèmes de la géométrie descriptive peuvent, dans certains 
cas, se trouver en contact avec les qutstions de géométrie 
pratique que nous développons dans ce livre. 

Pour mieux fixer les idées par un exemple simple, admet- 
tons qu'en cherchant la section plane d'une Quadrique, des 
raisons de symétrie, ressortant immédiatement et naturelle- 
ment de la nature de la question traitée, nous aient permis 
de déterminer sans effort deux sommets A et B de la projec- 
tion. Pour trouver d'autres points de la courbe, et, ainsi, pré- 
ciser son tracé, nous pourrons opérpr de deux façons très 
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Ou bien, serrant de plus près la solution indiquée par la 
géométrie descriptive» nous déterminerons successivement 
diOërents points de la courbe, ce qui constitue la méthode 
naturelle dans le tracé d'une éjiure; ou bien, de la connais- 
sance des sommets A et B et de celle d'un troisième point 
quelconque G, nous déduirons la construction de la conique,- 
point par point;' par exemple, par le procédé que nous avons 
indiqué précédemment (§ 48). 

Si l'on ne veut pas admettre, en tbéorie du moins, l'in- 
troduction de constructions semblables dans les épures de 
la géométrie descriptive, on accordera pourtant que, dans la 
pratique, et grâce à leur extrême simplicité, elles peuvent • 
servir de vérifîcatiou utile aux résultats qui ont été obtenus 
par des tracés ordinairement plus compliqués. 

Quoi qu'il eu soit, voici quelques problèmes relatifs au 
tracé des coniques et qui rassortent de la géométrie de la 
règle et de l'équerre. 

66. Problàme Z. — Consti-uire une parabole connaissant 
l'axe & el deux points A et B. 



problème à l'un de ceux que n 




avons déjà traités (§ 31), en déterminant la position du t 
met de la parabole en question.. 
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Supposons le problème résolu; le sommet S, les points A 
et B, leurs symétriques &', B' par rapport à &, et enfin lé 
point .qui est à l'infini dans la direction de A peuvent être 
considérés comme constituant un hexagone inscrit dans la 
parabole considérée. En appliquant à cet hexagone, comme 
l'indique la figure, la conatruction de Pascal, on détermine 
d'abord le point T, puis la droite TC qui est perpendiculaire 
à A. Le. point C une fois connu, on joint A'G et cette droite 
coupe A au point cherché S. 

Autrement. — On peut encore déterminer le point S, par des 
considérationsplusélémentaires, comme nousallonsle montrer. 

Des points A et B abaissons des perpendiculaires AP, BQ- 
sur l'axe donné; les droites AQ, BP 
se coupent en R, et nous allons dé- 
montrer que la parallèle à l'axe, me- 
née par R, rencontre la tangente au 
sommet, au même point que AB. 

La propriété fondamentale entre 
l'ordonnée et l'abscisse d'un point 
de la parabole, donne 
ÂP _ BQ^ (BQ— AP)(BQ+AP) 
SP ~ SQ ~ PQ 




Fig. u. 



€ = |2(BQ + AP,. 



(l! 



SP AD > 

D'autre part, les triangles semblables ACM, BDA prouvent 
[ue 

BD _ AC _ AP — SU , 

. AD " CM "" SP ■ ' ' 

Les égalités (1) et (2) donnent, par coniparaisou, 
AP' = (AP — SM)(AP + BQ), 
3U 

AP . BQ = SM(AP + BQ), 
ou enfin 

SM ^ AP "*■ BQ' 
D'ailleurs, une propriété connue (§ 14), appliquée au tia- 
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pëze ABPQ, donne encore 

_L — J- j_ ' 
BH ~ AP "•" iiÇ* 
On a donc 

SU = RH, 
et l'on peut ainsi, très simplemeut, déterminer : 1" le point U. 
^ le sommet S de la parabole, avec la règle et l'équerre. 

57. RsHAnQUE. — Nous voulons encore faire observer que 
le paramètie do la parabole peut se trouver très simplement, 
comme uoua allons l'indiquer. 

Soit I le milieu de AB ; projetons ce point, en U, 8ur l'axe 



donné; puis, en I, élevons uni 




Fig. *S. 



perpendiculaire à AB; cette 
derniëte dioito rencontre 
l'axe en V; UV repré- 
sente le paramètre p de le 
courbe. 

Cette propriété se Toit 
rapidement par la consi- 
dération des diamètres et 
en s'appujant sur le théo- 
rème analogue à celui qui 
est relatif à la sous-nor- 



male. Mais la démonstration suivante est peut-être plus 
directe et plus élémentaire. 
Soit S le sommet de la parabole ; on a d'abord 
AP' = 2pSP et 'BO* = 3pSQ, 
d'oU l'on déduit 

(BQ - AP)(BQ + AP) = 2p . PQ. 
A^ant mené AD parallèlement à l'axe, cette égalité peut 
s'écrire 

BD. IU=jj. AD. (1) 

Mais les triangles semblables ÂBD, lUV donnent 
AD _ DB 

lU — UV ^^^ 

La comparaison des égalités (1) et (2) prouve que 

lU = p. 
It est remarquable que, dans les conditions données 
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(deux pointe et l'axe), on ptiisse détermiitsr, avec It iftgte 
at l'équerre, le Bommet et le foyer de la courbe. Ea effet, 
la coDuaiHBance du point S et celle du paramètre dont 1» 
longueur est éf^aie i, UV, permettent de Axer la position 
du point e, SF étant la moitié de UV, 

68. Problômo II. — Proposons-nous maintenant do 
construire, point par point, une parabole circonscrite à un 
trapèae donné. Le problème qui consiste à faire passer une 




Fif. «. 



-parabole par quatre points eat, en général, un problème du 
aecood degré; il comporte deux solutions et, par ce fait 
même, ressort de la géométrie du compaB. Uaie on peut 
observer qu'il s'abaisse au premier d^ré dans le cas parti- 
culier qui va noue occuper ; ta cause en est que les baite^ 
du trapèse proposé constituent une parabole singulière pas- 
sant par les points donnés ; il n'y a donc plus qu'une seule 
parabole circoDscrite à ce trapète, et nous allons mftntrer 
comment on peut la construire, point par point, en faisant 
usage uniquement d'une règle et d'une équerre, 

La propriété que nous avons établie plus haut (§ 86) ne 
s'applique pas seulement à l'axe et ii la tangente, au sommet 
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de la parabole; elle est encore vérifiée pour un diamètre 
quelconque et pour la tai^ente à l'extrémité de ce diamètre; 
la démonstration même que nous avons donnée prouve le l'ait 
que nous avançons, puisqu'elle n'exige, en aucune façon, que 
lea triangles consi- 
dérés soient rec- 
tangles, mais seu- 
lement semblables. 
D'après cela, soit 
ABGD le trapèze 
proposé; les points 
E, G déterminent le 
diamètre ox conju- 
gué des cordes AC 
et BD. D'autre part, 
dea points connus P 
et Q, on déduit H. 
En menant par H 
une parallèle à ox 
jusqu'àsa rencontre 




Fig. »t. 



en K avec AB, le point K, d'après la propriété rappelée, 
appartient à la tangente à l'extrémité du diamètre B(t. Fina- 
lement, on a donc cette tangente eu traçant, par K, une 
parallèle aux bases du trapèze. 

Il nous reste è montrer comment ou peut, dans ces con- 
ditions, tracer la parabole point par point (*). 

Les données que nous nous accordons sont : 1" un dia- 
mètre ox; 2* la tangente oy à l'extrémité de ce diamètre; 
3° enfin, un point A. Par A, traçons deux transversales 
arbitraires, qui rencontrent : l'une oy, au point ; l'autre ox, 
au point C. Menons ensuite CD parallèlement A ox, jusqu'à 
sa rencontre avec AC, au point D; enfin complétons la con- 
structioQ, comme l'indique la figure; le point B, ainsi obtenu, 
représente le second point d'intersection de la transversale 
ÂC avec la parabole. 



(*) Pour éviter dei répétilions conliDuelles, Il lera toujours u)u»-eDtenda 
qn« le Iraeé visé doit éire eOtoctué avec la règle et l'tqtierre. 
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Eb effet, nous avons (g 14) 

— = — + ■' 

et, par suite, 



DK ~ HG 



AP'-. 



OC " 



AP 




Fig. *3. 
point F qui est le 



Ainsi, B est bien le second point d'intersection de AB avec 
la parabole qui correspond aux données énoncées plus haut. 

59. Remarque. — Si Ton donne le sommet S, l'axe 4 
et un point A d'une para- 
bole P, le foyer de cette 
courbe peut s'obtenir par 
la construction que nous 
allons indiquer. 

Abaissons AP perpendi- 
culaire sur & et prenoDS 
ST = PS ; AT est la tan- 
gente en A à P. Sur AT * 
construisons un rectangle 
ATBN, la diagonale AB coupe A en 
foyer de la courbe. 

En effet, nous avons 

SF + TS = FP + PN, 
et 

FP = SP — SF. 

Si nous ajoutons ces deux égalités, puis si nous observons que 
TS = SP, et que la sous-normale PN est égale à p, nous 
obtenons l'égalite 

2SF = p, 
laquelle prouve bien que F est le foyer de P. 

60. Problème III.— Conftfuv-e une hyperbole, point par 
point, connmtsanl les asymplolex A, A' et un potnl \.delacourbe. 

On sait que, dans l'hyperbole, pour une transversale 
quelconque, le milieu de la corde coïncide avec le milieu du 
segment intercepté sur la transversale considérée par les 
asymptotes A, A'. D'après cela, après avoir mené par le 
point A une sécante, qui rencontre les asymptotes aux 
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pointa BetC, on détermine le milieu de BG; enfin, on 
prend le point A' symé- 
trique de A par rapport à 0. 
Toutes ces constructions 
n'exigent quel'emploi de la 
r^le et de l'équerre; la 
figure ci-contre les indique 
suffisamment. 
Quant à la tangente en 
f^- ■**■ A', on sait qu'elle s'obtient 

en traçant par A' une droite limitée aux asymptotes et parta- 
gée par le point A' en deux parties égales. Cette tangente 
est donc parallèle à la droite PP'. 

61. Problàme IV, — Construire une hyperbole, point par 
point, connmaiant une asymplole A et troii points A, B, G de 
la courbe. 

Ce problème se ramène immédiatement au précédent en 
observant que la seconde asymptote A' est la transversale 
réciproque de A par rapport au triangle ABC. 

d2.ProblànieV. — Construireunekyperbol«,pointparpoinl, 
cormaissant, de position, les asymptotes A, A' et une tangente AA'. 
Par les points 




Cette égalité qDÎ résulte aussi, si l'on vent, de l'équiva- 
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lênce évidente des deux trisoglas A'OA, B'OB, prouVe que 
BB' est une droite tangente ô l'hyperbole cousidérée. Pour 
avoir le point de contact il BufSt, par application d'une pro- 
priété connue, do déterminer le mijieu m de BB'; cepoiol 
s'obtient, comme l'indique la figure, au moyen du parallèle'- 
gramme BOB'C, . - 

. 63. Protoïàm^ VX. — Construire un» paraboh cofinqiftant , 
deux langentci 0.\,OB,_et les pointi de cpnlael A. (tt B. 

ChepctionB àdétorminer la tangeate parallèle à AB et sou 
point de contact. La diagoualeOOdu parallélogracame OABU 
est le diamètre conjugué des cordes paraltbjes & ÂB, La 
Bous-tangente étant le 
double de rabci88e« en 
construisant le parallé- 
logramme DOMN, le point 
i représente l'extrémité 
du diamètre OC. Finale- 
ment, nous connaissons 

«ne tangente MN, le point de contact I, le diamètre IG et un 
autre point A, sur la parabole. Dans ces conditions, le pro- 
blème peut Atre considéré comme résolu; nous avons indiqué 
pluB haut {§ 08) comment on pouvait construire la courbe, 
point par point. 

Autrement. — Mais, si l'on préfère, on peut construire la 
courbe tangente par tangente en applfquant la remarque 
suivante. Prenons sur OD, médiane du triflngle AOB, dans 
points MM' tels que OM =: M'D, et par ces points menons 
des parallèles à AB; noua déterminons ainsi deux points P 
et Q. La construction indiquée 
donne 

OP _ BQ 
AP — ÔQ' 

Une propriété connue prouve 
que la droite PQ est tangente h ' 

la parabole. On obtiendra ainsi, Fig. 4S. "^ 

en faisant varier les points M, M', autant de tangentes que 
l'on voudra à la parabole proposée. 
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Si noua prolongeons PQ jusqu'à sa rencontre en R avec 
AB et si nous prenons la point R' conjugué harmonique de R 
par rapport au segment AB, la droite OR' étant la polaire 
de R coupe PQ en un point I qui est justement le point de 
.contact. La parabole se trouve ainsi construite; non seule- 
ment tangente par tangente, mais encore point par point. 

- 64. RcHABQUB. — Dans le problème qui vient de nous 
occuper OQ peut aussi déterminer immédiatement deux lanr 
gente's particulières de la parabole, droites qui, avec les deux 
tangentes proposées, forment un système de quatre tangentes 
à la courbe que l'on veut construire. Cette remarque a son 
importance parce que son application i;amèQe le problème 
présent au cas général 



//„ 




visé plus loin. 



// Voici comment 

obtient les deux tan- 
gentes dont nous vou- 
lons parler. 

Considérons une pa- 
rabole P inscrite dans 
l'augle ACB; si nous 
joignons un point quel- 
conque de la courbe, le 
fig, go. point M par exemple, 

aux sommets C, A, B, nous avons : 

MAB' = 4MAC. MBG (*), ou, dans le système des coor- 
données barycentriques, 

r' = 4"P- 
Si nous partageons CA. et CE en trois parties égales, la 
droite A'B' a pour équation 

m«-f ïip + PY = o; 
celle-ci doit être vérifiée : 1" par p = o, et a^ = «; *". P^r 
a = o, et 26 = y; nous trouvons, d'après cela, 
am + p = o, et n -|- ap = o. 
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Finalement, l'équation de A'B' est 

a + 4P — 2ï = o. 
Il est facile de vérifier que cette droite est tangente à la 




parabole considérée P; le contact a lieu sur la droite qui 
correspond à l'équation 4y — a = o; d'après cela, le poial 
de contact I s'obtient, comme l'indique la figure, en traçant la 
diagonale ÂD du parallélogramme ABGD. 

Un calcul tout semblable montrerait que A'B' esl, elle aussi, 
tangente à P. Ce dernier point, évident d'ailleurs, est encore 
vérifié en observant que la parabole jouit de la propriété 
intéressante que nous allons établir, 

66. Théordma. — Si l'on comidéi-e une parabole P inscrite 
dans l'angle OAB, A e( B ditignant les points de contact, une 
tangente A admet, par rapport au triangle CAB, une transversale 
réciproque A'; cette d&mière droite est encore une tangente à P. 

En effet, si l'on cberche la condition que doivent vérifier 
les coefficients m, n, p de l'équation 

m + np -1-pT = o, 
pour que la droite A qui lui correspond soit tangente à P^ 
un calcul immédiat donne 

p» = mn. (1) 

D'autre part, en se reportant à la définition des transTei" 
sales réciproques (§ 9) on voit que l'équation de A' est 

m n p . . . 

' D'aprfes (1), la condition 



étant vérifiée. A' est tangente à P. 
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La parabole P ot les deux paraboles analogues Boot, d'après 
cette observation, des anaUagmaliqaes dans notre méthode 
de traneformation par transversales réciproques, méthode k 
laquelle nous aurons occasiou de faire, dans le chapitre 
suivant, d'autres emprunts. Par anallagmatlques, nous enten- 
dons, en généralisant l'expression que M. Moutard a intro- 
duite dans la transformation par rayons vecteurs réciproques, 
des courbes qui, dans une méthode de transformation 
donnée, se correspondent à elles-mêmes. 

Voici un autre problème (À nous trouverons une applica- 
tion naturelle de la remarque précédente. 

66. Problàme VII. — Comtruire une poraMe P, emmait- 
tant trois tangentes AB, AC, BC et le point de contact 0, jiw 
l'une d'elles. 

Déterminons d'abord le point de contact O* de P avec AC. 




Fig. St. 

Une propriété connue, déjÈ rappelée (§ 63), nous donne 

OB_OA 

AC "" O'A' 

D'après cela, si nous prenons AD =: OB, la diagonale AP 

du parallélogramme ÂGDP représente la direction des dia- 

mèlres de P. De cette remarque nous déduisons, comme 

l'indique la figure, et au moyen du parallélogramme AO(jO', 

le point inconnu 0. Nous sommes ainsi ramené au cas 

précédent et, en prenant (fE = CA, la droite DE transversale 

réciproque de BC par rapport au triangle AOO', est, cotnme 
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lious veupns de VabaetYer eu paragraphe précédent, ane 
quatrième tangente à la parabole considérée. Nous revenona 
ainsi au cas. ordinaire, celui oii l'on donne quatre tangeatea 
distinctes. 

Nous ne croyons pas utile d'étendre autrement l'exameb 
de ces problèmes du premier degré. On peut les multiplier 
beaucoup, mais ils exigent tous qu'il n'y rut qu'une seule 
comque vérifiant les conditions proposées. Ces problèmes, pour 
cette raison, reasortent de la géométrie de la règle et de 
l'équerre ; ils constituent d'ailleurs des cas particuliers des 
problèmes généraux que nous allons étudier dans le chapitre 
suivant. Mais avant d'aborder ceux-ci, nous avons t«iiu à 
montrer les solutions simples que comportent certains pro- 
blèmes spéciaux, qui justement sont ceux qui se présentent 
le plus souvent dans les constructions. C'est qu'en effet il 
arrive fréquemment que certains points de la figure devien- 
nent coïncidents sur dus droites données ou, dans d'autres 
cas, soient rsjetési l'infini, dans des directions déterminées. 
II est alors profitable, au lieu d'avoir recours aux tracés 
indiqués pour le cas général, d'utiliser des tracés plus simples, 
découlant des particularités mêmes de la figure proposée. 

Nous n'avons examiné, comme on a pu le remarquer, dans 
les problèmes qui viennent de nous occuper, que les cas 
particuliers oh les données sont des points ou des tangentes; 
mais il va sans dire qu'il existe d'autres problèmes ressor- 
tant de cette géométrie et dans lesquels les données sont 
différentes. Par exemple : Construire une parabole connais- 
sant le foyer et la tangente au sommet; ou, le foyer et la 
directrice ; ou, le foyer et deux tangentes ; et beaucoup - 
d'autres, sont des problèmes que l'on peut résoudre avec la 
règle et l'équerre. 

Mais voici un dernier exemple que nous voulons traiter en 
terminant ce chapitre ; il vise le cas très intéressant oh l'on 
connaît uniquement les extrémités de deux diamètres conju- 
gués d'une ellipse. 

67i Problènw. — Coniirvire une eUtjue F connawianff 
ai gra!n4tur et «n «ttticKHm, deuas diamètre» coufvgué». 
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Soient ÂÂ' et BB' les deux diamètres proposés. PreaoDS 
sur la courbe un point I; les droites qui joigneat ce point 
aux extrémités des deux diamètres donnés forment un tai^ 
ceau harmonique. On prouve, d'un mot, cette propriété en 
observant que dans un cercle le tbéorème est vérifié pour 
deux diamètres rectangulaires, les quatre branches du fais- 
ceau considéré étant alors inclinées mutuellement, et deux 
à deux, de 45'. 

D'après cela, menons par le point A une droite arbi- 
traire âP, puis déterminons avec la règle, comme l'indique 
la figure (8S), le 
point Q conjugTié 
harmonique de P; 
alors, la droite A'Q 
rencontre AP en 
un point I qui 
appartient à l'el- 
lipse r. 

Pour obtenir la 
tangente en I, ou 
peut observer que 
la polaire de P par 
rapport à F passe 
par le point Q, par 
le pôle de AI, et 
qu'elle est parallèle 
''*9- **■ à Ai". Par consé- 

1 menant QT parallèlement & AA' jusqu'à sa ron- 
c la droite AT, cette dernière étant conduite, par A, 
parallèlement à BB', on détermine un point T de la tangente 
cherchée. 

CHAPITRE VII 

TRACE DES CONIQUIS (CAS GÉNÂRAUx) 

Nous abordons maintenant, dans la géométrie des coniques, 
quelques problèmes plus généraux ; leur exposition complète 
le sujet que noua avons abordé dans les deux chapitres qui 
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précèdcut et nous nous proposons d'indiquer comment on 
peut effectuer le tracé des coniques, par points ou par tan- 
gentes, lorsque ces courbes Bout bien détemiiDées; les données 
(le la question caractérisant un problbme du premier de^ré. 
Cette partie de la géométrie est bien connue et pour ainsi 
dire classique. On sait notamment avec quelle simplicité 
les théorèmes de Pascal et de Brianchon s'appliquent aux 
constructions des coniques déterminées par cinq points ou 
par cinq tangentes. Mais, sans revenir sur ces solutions, 
nous voulons montrer ici comment ces mêmes problèmes 
peuvent être traités, eu prenant pour base les propriétés 
des points et des transversales réciproques. 

Nous devons entrer d'abord dans quelques développements 
analytiques, nécessaires à la démonstration des principes que 
nous appliquerons dans la suite. 

68. Théorème. — Lorsqu'un point est nubile sur une 
droite û, le point réctproque 0' est mobile sur une œnique V 
dramscrile au triangle. 

En effet, l'équation de i, dans le système de coordonnées 
que nous avons adopté, est 

mx + np+py = o. (1) 

Soient (a, p, f) les coordonnées de 0, (*', p', y') celles de O' ; 
uous avons (§ 11) 

ax' = ^p' = yy". 

Par conséquent, uous obtiendrons le lieu décrit par uu poiul 
0', réciproque d'un poiut mobile 0, en changeant a, p, y 

respectivement —, —, — en dans l'équation du lieu décrit par 

0. D'après celte remarque, ô la droite A correspond une courbe 
dont l'équation est 

C'est une conique T, circonscrite au triangle de référence. 

69. BBHAnQUE. — La tangente au point C à T rencontre 
AB en un certain point G' ; les points A', B', C sont, comme 
on le sait, et comme le prouve l'équation (2), situés sur une 

G. DE L. — riioxÉTHIE DE LA RÉGLK. 5 
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droite à' aymit pour équation 

^ + 5 +! = <.•, 
m ' n ' p 

on voit donc que i' est une transvei-sale réciproque de A, 

70. ThéorAme. — lorsqu'une conique T est inscrite dans un 
triangle ABC ; «on centre, le centre de gravité du triangle et le 
point réciproque du poirU de Gergonne sont trois points en ligre 
droite; de plus, la distance des deux derniers points est le double 
de celle des deux premiers. 

L'équation d'uuc conique inscrite au triangle do référence, 
si l'on veut mettre en évidence les coordonnées («o, 6o, y») 
du point Mo que l'on obtient en joignant les sommets du 
triangle aux points de coutact des cdl«s opposés, peut 
s'écrire 

La droite de l'inlini ayant pour équation 

le pôle de cette droite, le centre de la conique en d'autres 
termes, a des coordonnées qui vérifient les équations 

/: = 'i = '',, 

qui, explicitées, s'écrivent : 

5_|._x L — i. — ^ J._^_A 

a„ 6o Y« ^" T" "■" y» "" ^o 

7. l - T. ' 

Ces égalités douniint les suivantes ; 



et elles détermiueutles coordonnées d'un point U, contre de F. 
Le point M„', réciproque du poiut de Gergonne, a pour 

coordonnées —, —, — ; pour vérilier que M(,M„' passe par le 

centre de gravité G de ABC» point dont les coordonnées sont 
égales au tiers de la surface de ABC, il suffit de reconnaître 
que l'on a 
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îdeutité que l'on rend manifeste en ajoutant les éléments de 
la troisième ligne à ceux de la deuxième. 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, il faut 
calculer d'abord les coordonnées des trois points û, Mo' et 0; 
ces coordonnées sont : 

-+- 



pour G. 



pour Me' . 



égalités dans lesquelles S désigne, bien entendu, ta surface 
du triangle ABC. 
Ces formules donnent 

Les trois points û, G, M'o étant en ligne droite, cette rela- 
tion établit complètement le théorème énoncé (*). 

71 . Théorème. — Lorsqu'une droite A est constamment tan- 
gente à une parabole P inscrite ou triangle de référence, la tran»- 
versaie réciproque ù.' reste parallèle à «ne direction fixe; cette 
direction étant celle des diamètres de P; et récipboqoemïnt. 

En cxprioiaDt que la conique qui correspond à l'équatiou 

*? f." ïo* P»Y« «»> «•?" 
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esl taiigeulc îi la droito, de l'infiai, droite représeutôo par 
l'égalité 

« -I- e + Y = o. 

on trouve 

i + pT + i = °- W 

Oïl peut aussi obtenir cette relation en exprimant que le 
centre de la conique est à l'inlîni ot l'on vériBe, dans tous 
les cas, que les droites qui joignent le centre de la conique 
aux sommets du triangle de référence sout bien trois droites 
parallèles quand l'égalité (A) est accordée. 

On trouve aussi, nous laissons ce point à vérifier, que 
l'équation générale des diamètres de P est 

Aai, + B^p„ + Cyt„ = o, (1) 

avec la condition 

A + B + G = o; (2) 

et, enfin, que la droite il représentée par l'équation 

est tangente à P, si l'on a 

72. Théorôme. — Lorsqu'une droite A tourne autour d'un 

point/ixeKo (tto, Po, Yu)j la transversale réciproque à' enveloppe 
une ronique V inicrtle au Iriungle de référence ABC; le point de 
Gergonne qui correspond à cette conique esl le réciproque de Kj ; 

ET RÉCIPROQUEMENT. 

Soit 

mx -\-np +py = o. 
l'équation de A; celle de 4' est 

i + 5 + ! = o, 

m ' n ' p 
et les paramètres ot, n, p vérifient la relation 
ma„ + n^„ -|- pyo = ô. 
En cherchant, par le procédé ordinaire, l'enveloppe do A', le 
calcul donne immédiatement 
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Cette équatiou prouve l'exactitude du théorème énoncé. 
La réciproque est évidemment vraie. 

73. RsMABQOB. — La conique F étant inscrite au triangle 
de référence ABC, on peut lui appliquer le théorfeme précédent. 

On reconnaît ainsi que le centre de V s'ohltent en joignant le 
point Ko au centre de gravité de ABC, et en prolongeant cette 
divite (f un« longueur moitié moindre. 

En joignant K, aus sommets de ABC on a des droites qui 
ont pour réciproques les côtés du triangle ABC. La con- 
sidération de ces transversales particulibros prouve que le 
point de contact de F avec BC s'obtient en joignant K^ au 
sommet A. et en prenant le symétrique, par rapport au milieu de 
BC, du point d^ intersection de cette droite avec K,A. 

Cela posé, la transversale i', réciproque de A, a pour 
équation : 

îi + Ë: + IL- = „, 

m ' îi p • 

Les égalités (1), (2) et (3) prouvent que A' est un diamètre 

de P. 
La réciproque est évidente. 
Ces propriétés diverses étant établies, nous allons les 

appliquer à quelques constructions, 

74. Problème I. — Construire une parabole, tangente 
par tangente, connaissant quatre tangentes. 

Soient A,B,G,D les quatre droites proposées. Prenons D' 
transversale réciproque de D par rapport au triangle ABC; 
puis traçons autant de droites que nous voudrons, parallèles 
à D'. Les transversales réciproques de ces parallèles sont 
autant de tangentes à la parabole proposée (§74). 

Si l'on trace des parallèles h D' par les sommets du trian- 
gle, les droites rencontrent les côtés du triaugle ABC eu 
des points a, p.y; ayant pris les symétriques a', p', y de ces 
points par rapport aux milieux des côtés du triangle, les 
pointa ainsi obtenus sont les points de contact des droites 
A, B, C avec la parabole (§73). 
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76> Probldme II, — Construire tangenle par tangente 
une comque, connaissant etng tangentes. 

Soient h, B, G, D, £ les tangentes données. Prenons encore 
les droites D', E' transversales réciproques de D et de E par 
rapport au triangle ABC. Ces droites D', £' se coupent en 
un certain poiut P. Que l'on mène par ce point autant de 
tUoites que l'on voudra, puis que l'on prenne, par rapport à 
ABC, leurs transversales réciproques; toutes ces droites 
seront des tangentes à la conique en question {§ 7â), 

Le problème traité au paragraphe précédent n'est évidem- 
ment qu'un exemple particulier de celui-ci ; c'est le cas oii 
l'on suppose le point P rejeté à l'infini. 

Si l'on prend le point réciproque de P par rapport à ABC, 
le point P' ainsi obtenu est le point de Gergonne de la 
CjOnique cherchée, par rapport au triangle ABC {§ 72). On 
obtient ainsi les points de contact de la conique avec les 
droites A, B> C. 

Enfin, si l'on joint P au centre de gravité de ABC et si l'ou 
prolonge cette droite d'une longueur égale à sa moitié, ou 
aboutit au centre même de la conique. 

Il n'est pas nécessaire do faire observer que toutes ces 
constructions peuvent être efTectuées avec la règle et l'équerre, 
cette condition étant ici, bien entendu, implicitement exigée. 

76. Problème III. — Construire une conique eonnaissanl 
cinq points A, B, C, D, E. 

Prenons les points D', E' réciproques des points D et E, par 
rapport au triangle ABC. A tout point M', pris sur D' E", 
correspond un point réciproque M qui appartient à la conique 
cherchée (§68). Celle-ci peut ainsi se construire point par point. 

En prenant la transversale réciproque de D' E' on obtient 
une droite qui coupe les côtés du triangle ABC en des points 
a, p, y. Les droites An, B^, Gy sont les tangentes à la conique 
proposée aux points A, B, C (g 69), 

77. Problème IV. — Connaissant trois tangentes com- 
munes A, B, C â deux coniques U et V, trouver la quatrième 
tangente commune. 
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Ce problème du premier degré se résout très aisémout par 
la considération des transversales réciproques. 

Prenons les droites A, B, pour former le tiiangle de 
référence et considérons d'abord la conique U, A cette 
conique correspond un point P, comme nous l'avons expliqué 
(§ 73), et toute droite passant par P a pour transversale 
i-éciproque une tangente à U, Considérons, de même, la 
conique V et son point correspondant Q. La droite PQ admet 
une transversale réciproque i, cette droite A est la quatrième 
tangente demandée. 

78. Examen d'an cas particulier remarquable ; 
transformations involutlves. — On observera que la 
construction précédente est en défaut dans le cas particulier 
oii, parmi les tangeutes données, il s'en trouve deux qui 
sont parallèles. L'examen de cette hypothèse exige que 
nous entrions dans quelques développemeuts sur les trans- 
formations involutives, lorsque les coordonnées sont tangen- 
tielles. mais non homogènes. 

Si nous imaginons deux variables B, B vérifiant une relation 
homographique en involution 

Aoe + B(e + 6) + C = o, (1) 

nous pouvons distinguer quatre cas : 

1" AC ;z^ o ; (cas général; 

2" A = o, C?:io; \ 

3" C = o, A ?i o; > cas particuliers. 

4" A:=o, et C = o; ) 

Dans la première hypothèse, qui correspond au cas géné- 
ral, on peut toujours, par un changement des variables, 
ramener l'équation (I) à la forme 

que nous allons examiner et qui représente l'équation nor- 
male de l'involntion ordinaire. 

Considérons maintenant, dans un système dont les coor- 
données sont bien déterminées, mais que nous n'explicitons 
pas pour l'instant, deux éléments (droites ou points) Mo, M, 
ot supposons que les coordonnées de ces éléments vérifient 
les égalités : 
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«„U, =^ V^y, = tt:„\V., 
si les coordonnées sont supposées homogènes; ou, dans l'hj- 
pothèse contraire, les suivantes : 

«„ Uj = A% u, V, = h\ 

Si l'élément Mj décrit une certaine Çgure F,,, l'élément 
correspondant M, tracera une figure correspondante Fj, et 
nous pourrons dire, d'après une locution usitée, que la- 
figures Fd, F, sont involutiies ; ou que la transformation Cimsi- 
dérée appartient au groupe des transformations invohitivei. 

Telles sont tes transformations par points et droites réci- 
proques dont nous avons parlé précédemment ; telle est 
encore celle que nous allons imaginer pour, résoudre la 
difficulté que nous avons rencontrée. 

Nous ferons observer à ce propos, et l'expérience n'en est 
que trop facile à faire, que l'examen des cas particuliers, 
dans la géométrie des constructions, comporte souvent des 
difficultés qui leur sont inhérentes et qui ne se présentent 
pas dans le cas général. Le géométrie descriptive notam- 
ment est pleine des singularités que nous signalons ici. 

Ajoutons que les trois cas particuliers que nous avons 
distingués tout à l'heure donnent lieu, eux aussi, à des trans- 
formations involutives; mais nous n'envisageons que le cas 
général qui, seul, nous intéresse pour résoudre lo problème 
que nous avons en vue. 

79. Transtonnation involutive dans le systàme 
des coordonnées parallèles. — Les coordonnées paral- 
lèles ('*') peuvent se définir de la manière suivante : 

Si nous imaginons deux droites fixes A, A' dans un plan 
P et, sur ces droites, deux origines 0, 0'; une droite D du 
plan P rencontre A et A' en des points Â, Â'. En posant : 

OA = M, O'A' = V, 
on peut dire que u et v, valeurs prises eu grandeur et en 
signe, déterminent la position de AA' dans le plan P; en 

(') Coordonnées parallèles et axiales. Mélhode de IranEfarmation géo- 
mélrique et procédé noureau de i^lcul graphique, déduits de considération 
des coordonnées parallèles, par Maurice d'Ocagne, élève logénienr des ponu 
ei chuugséea, vice-secrétaire de la Société mathématique de Fraoce. (Paris 
Gaulbin^Villars, 1885.) 
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<rautreB termes, u et t> sont les coordonnées de D. C'est 
le sjstèmebien con- 
nu des coordonnées 
tangentielles . On 
peut observer pour- 
tant que, dans cette 
définition, un peu 
plus générale que 
celle qu'on donne 
habituellement, 
rien n'empêche de . 
supposer que 1 
droites fixes A, A' soient parallMes. On obtient ainsi le sys- 
tème de coordonnées parallèles de M. d'Ocagne. 

Adoptons, dans ce système de coordonnées, les formules do 
transformation involutive dont nous avons parlé plus haut et 
posons 

mU = h\ wV = k\ 
Dans ces égalités, u, v désignent les coordonnées parallèles 
d'une droite AA'; U,V celles de la droite transformée BB' ; 
de plus, k représente la distance OH des axes parallèles A, &.'• 
Mais avant d'aller plus loin, nous devons montrer d'abord 
comment, dans cette transformation, on peut construire la 
correspondante d'une droite, avec la règle et l'équerrc. 

Du point A, abaissons AM perpendiculairementà l'axe 0*1', 
puis joignons OU et, 
finalement, abaissons de 
H une perpendiculaire 
HRsur OM. Cette droite 
HR prolongée rencontre 
l'axe Ou en un certain 
point B; les triangles 
semblables OHM, OHB 
donnent 

Ôïï* = HM. OB. 
Ainsi nous avons 
OA. OB = h\ 
et nous pouvons, d'après cela, en appliquantcette construction 
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successivement aux points A et A', déduire, hvcc la règle et 
l'équerre, d'une droite donnée ÂA' la correspondante BB'. 

80. RiHAHQDB. — On peut aussi remarquer, et cette obser- 
vation peut servir à vérifier la construction précédente, que 
deux droites correspondantes coupent la droite des origines 
0,0' en deux points 0,G' symétriquement placés par rapport au 
milieu (0 de 00'. 

En efl'et, l'égalité 

OA. OB = O'A'. OB', 
donne 

OA _ O'B' 
O'A' "" OB * 
et, par suite, 

CD _ C'O' 
CO' *~ C'O ■ 
Cette proportion établit bien la symétrie des points G,C par 
rapport à u. 

81. Théorème. — Dans la transformation involutive défhùe 
plus haut, à une conùiue V, tangente à la fois aux axes paral- 
lèles et à la droite des origines, correspond un point ; et récipro- 
quement. 

Cherchons d'abord l'équation de T, équation qui peut s'écrive. 
/•{«, V) = o, (1) 

/désignant une fonction algébrique du second degré par 
rapport aux lettres u et v. A une valeur donnée pour u, corres- 
pondent pour « deux valeurs, mais l'une de ces valeurs est 
infinie. Cette observation s'applique aussi à la variable t> et 
l'on voit ainsi que f ne doit renfermer ni le terme on m', ni 
le terme en v'. De plus, l'équation (t) doit être vérifiée par 
w = o et w := o ; finalement l'équation de F est donc 
A«ï! + Bu -|- Cv = 0. 
Transformons cette égalité au moyen des formules 

u\ = h*, rV = A'. 

A une droite i^ (u, v) tangente à F, correspond une droite A 

(U, V) dont les coordonnées parallèles vérifient constainmeut 
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la relation 

AA' + BV + eu = o. 

Une propriété élémentaire bien connue, relative aux bases 
d'un trapèze coupé par une droite qui leur est parallèle, 
prouve que à' passe par un point fixe. 

Sans pousser plus avant la transformation précédente ou 
voit le parti qu'on en peut tirer pour résoudre, dans le cas 
particulier que nous venons d'envisager, le problème qui a 
pour but la construction de la quatrième tangente commune 
à deux coniques F', T" lorsqu'on suppose connues les trois 
autres tangentes communes, dans le cas particulier oti, parmi 
celles-ci, deux se trouvent parallèles. 

Aux coniques proposées correspondent deux points 0', 0, 
qu'on déterminera d'abord en considérant, pour chacune 
d'elles, deux tangentes et leurs transformées. A la droite Û'O' 
correspond une droite X qui est la tangente demandée. 

82. Problôme. — Étant données quatre droites, deux à deux 
sécantes, tracer, tangente par tangente, la parabole P inscrite 
au quadrilatère qu'elles constituent. 

Soient A,, A,, A„ A, les quatre droites proposées; considé- 
rons trois d'entre elles Ai, A^, A, et prenons la droite A^ trans- 
versale réciproque de A, par rapport au triangle A,AiA,. Si 
nous traçons une droite mobile A, parallèle à A^, la transver- 
sale réciproque A, enveloppe une conique inscrite au quadri- 
latère AiA,A,A, et dont le centre est à l'infini (§71); c'est 
précisément la parabole P. 

Les points de contact de P avec les droites A,, A,, A, s'ob- 
tiennent très simplement; on mène par l'un des sommets 
(A|,A,) une parallèle à A^, laquelle rencontre A, en un cer- 
tain point A; on prend ensuite le point A' symétrique de A 
par rapport an milieu du cdté A, du triangle A, A, A, ; le point 
A' est l'un des points de contact cherchés. On détermine de 
même les points analogues. 

83. Problème. — Étant données deux coniques T, y définies 
par cinq points 

A, B, G, D, Ç; A, B. C, F, G; 
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et possédant, par conséquent, trots points c 
propose de trouver le quatrième point commun aux deux coniqueg. 
Ce problème, qui est le corrélatif de celui qui vient de nous 
occuper, se résout par une méthode toute semblable à ccllo 
que nous avons employée pour trouver la quatrième tangente 
commune à deux coniques, connaissant les trois autres. On 
substitue seulement, à l'idée; des transversales réciproques, 
celle des points réciproques et l'on raisonne comme il suit. 
Prenons te triangle ABC comme triangle de référence et 
cherchons la transformée de la figure proposée, par la mé- 
thode des points réciproques. 

A la conique F circonscrite au triangle de référence corres- 
pond une droite V déterminée par les points D', E', récipro- 
ques dos points D et E. De même, à ■( correspond une droite i' 
passant par les points F', G', réciproques des points F. G. 
Les droites F' et y' se coupent en un point ç'; le point <p, 
- réciproque de !|>', est le point cherche- 
Les constructions auxquelles nous faisons allusion ici peu- 
vent toutes être effectuées avec la règle et l'équerre ; mais on 
les abrège singulièrement si l'on s'accorde l'usage du com- 
pas È pointes sèches, instrument qui permet de déplacer, 
sans tracer de lignes, une longueur donnée. 

Le tracé des coniques par points et par tangentes, les pro- 
blèmes nombreux qui s'y rattachent, exigeraient peut-être de 
plus amples développements. Mais cette géométrie est trop 
connue pour que nous pensions devoir nous y attarder ici 
davantage et, après avoir dit ce que nous croyons nouveau 
sur cette matière, nous voulons aborder maintenant la déter' 
mination du centre de courbure. 

CHAPITRE VIII 

LB RAYON DB COUKBDHB DANS LBS CONIQUES 

Nous ue pouvons quitter le tracé des coniques par points et 
par tangentes sans faire connaître une construction permet- 
tant de déterminer, avec la règle et l'équerre, le centre du 
cercle osculateuren un point pris sur la courbe. 

Nous examinerons d'abord le cas de la parabole. 



1.;. Google 



DE LA RÈtiLE ET DE l'&QUERBI 77 

84. Le rayon et le centre de courbure dans la para- 
bole. — Soient 
M, M' deux points 
iDflDimentToisins 
sur la parabole ; 
les normales en 
ces points se cou- 
pent en C et nous 
ferons d'abord ob- 
server que l'angle , 
M/M' estle double 
de l'angle MCM', 

En effet, la nor- 
male étant bissec- 
tricede l'anglefor- 
iné par le rayon 
vecteur etlaparal- 
lèle à la direction 
positive de l'ase, 
on voit qu'en posant. 

/■M4 = 
on a 
MCM' =p—a, et MfW = /"Ri - /Mi = i{p - 

Cette remarque étant faite, considérons les cercles MM'/, 
MM'C ; eu désignant par u et u leurs rayons, nous avons 




MM' 

si nf 



MM' 

sinC" 



bïdG" 



MM' f , MM' 

—7- . -r— , = 3«, et -j7- 
/ sin/ ' G 

ou encore, puisque /= sC 

/ sia C I « 

sin/" C "2 v' 

Passons à la limite et supposons que le point M' se rapproche 

de M et vienne se confondre avec lui ; la limite do —r^ est 

égale au rayon de courbure R; écrivons donc lim iu= B. 
Désignons par p la linjîto de u ; p est le rayon d'un cercle 



1.;. Google 



'H ESSM SUR LA OÉOMËTRtE 

passant par /, et par M taugentiellemeut a la parabole. Nous 
avons donc, finalement, 

D'après cela, si nous élevons au milieu H de M/" une per- 
jiendiculaire jusqu'à sa rencontre en I avec la normale en M, 
le point Y centre de courbure au point M s'obtient en prenant 
My = 4MI. Il est facile de reconnaître que cette construction 
revient à celle que nous avons déjà indiquée. (GÉ-»n. an., loc. 

cit.) 

Nous allons encore appliquer cette méthode à l'ellipse.; 
elle nous conduira à une construction très simple du centre 
de courbure correspondant à un point de la courbe. 

86. Centre de courbure dans l'ellipse. — Soieut f, f 
les foyers de la courbe; 
M, M' désignant deux 
points de l'ellipse, on 
trace les normales on 
ces points; soit C leur 
point de rencontre. 

Les triangles MB/^', 
M'RC donnent 

* + -' = P + û; 

d'autre part, les trian- 
gles MSC, M'S/ prou- 
vent que 

P + o> = a-|-Û. 
it vient 

.^ + «' = 2Û. (1) 

Cela posé, désignons par p et p' les rayons des cercles 
circonscrits aux triangles MM/, MM'/'; nous avous 
MM' _„ ■ ^j .^*L— ^.' 
sin tù ^' sinw' ~ "^ ' 

D'autre part, le rayon de courbure R correspondaut au 
point M est donné par la formule 




Ajoutant ces égalités, 
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L'égalité (1) donae aussi 
ot par suite 



s u ^ 3 siu a cos Q 



r représentant le rayon du cercle circousciit eu triangle 
BfM'G. En passant à la limile. c'est-à-dire en supposant que 
M' vienne se confondre avec U, nous avons 



Dans cette formule d et (f désigueut les dîamMres des 
cercles qui passent par M' tangenticllement à l'ellipse et, 
respectivenient, par les foyers de la courbe. 

De cette égalité résulte une construction assez simple pour 
le centre de courbure. 

SoitMN ia normale à l'ellipse; cette normale est rencon- 
trée aux points G, G' par les perpendiculaires élevées aui 
points /"et /' aux rayons vecteurs M/", Tiff; si l'on prend lo 
point 7 conjugué harmonique 
deMpar rapportauxpointsG, 
G' ; Y est le centre de courbure 
qui correspond au point H. 

Toutes cea constructions 
n'exigent, comme on le volt, 
que l'usage de la règle et de 
l'équerre. 

S6> Rkmahqur. — Jcrevicns 

& la constructiou donnée tout \ / 

à l'heure pour déterminer le V "' ' 

centre de courbure qui correspond à un point de la parabole 
pour faire observer que l'on peut encore fixer la position 
de ce point, et même d'une façon un peu plus rapide, en 
introduisant dans la figure In directrice de la courbe. 
Reportons-nous à la figure 1 ; soit HD lu directrice de la paru- 
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bolo. Élevons eu /"une perpendiculaire à M/' et soit L le point 
ou cette perpendiculaire roncontic 
la normale MC. Les doux triangles 
rectangles MDK, UfL ont ua angle 
égal /"ML = KMD, d'après la pro- 
priélé fondamentale de la tangente ; 
de plus, MK = M/". Ces deux trian- 
gles sont égaux et l'on a 
MD = ML. 
D'ailleurs, nous avoas vu que, y 
désigaatit le centre de courbure, 
nous avioDs 

My = 4M[ = aML. 
Finalemenl, nous pouvons donc 
dire que 

My = 2IID. 
De cette remarque résulte, pour 
la construction du point y, avec la règle et l'équerre, le tracé 
qui est représenté par la figure ci-jointc. Dans cette figure, 
on suppose que l'on donne lu normale MD, le pied M de 
cette normale, et la directrice DD'. On détermine successive- 
ment, et dans l'ordre indiqué, les points 1, â et 3, De ce 
dernier, on déduit le centre decourbure y en abaissant une 
perpendiculaire sur la directrice, jusqu'à sa rencontre avec 
la normale. 




Fig. sa. 



87. Centre de courbure de l'hyperbole équllatère. 

— La solution que nous avons donnée plus haut pour déter- 
miner le centre de courbure d'une ellipse déterminée par ses 
foyers et les extrémités du graud axe s'applique, avec les modi- 
flcations convenables, à rbyperbole;cette courbe étant déter- 
minée par ses foyers et par les extrémités de l'axe transversc. 

Mais nous examinerons, à cause de son importance, le cas 
oîi l'hyperbole considérée est équilatère. Nous supposerons 
d'ailleurs qu'elle est déterminée par ses asymptotes i, i' et 
par un point M; c'est en ce point M que nous nous proposons 
de construire le rayon de courbure. 

Pour démontrer la propriété qui sert de base à la construc- 
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tion que nous allons indiquer, il parait commode d 
l'hyperbole H 
comme une 
unicursale et 
de fixer la posi- 
tion du centre 
de courbure, 
c'est-à-dire les 
coordonnées 
ds ce point, au 
moyen d'un pa- 
ramètre { qui 
varie, quand M 
se déplace sur 
H. 

Prenons pour 
axes de coor- 
données les asymptotes A, i'; dans ce 
sentée par l'équation 

xy = m\ 
Soient af, y' les coordonnées de M ; posons 
a/ m 




Fig. SB. 
ime, H est repré- 



w 



La droite AB qni passe par M, tangenliellement à H, a 
pour équation 

a>y' -\- yx ^ am' ; 
par suite, ta normale Mw' est représentée par l'égalité 
xx' — yy' = a:*' — y*. 
Les relations (A) permettent d'écrire cette égalité sous 
la forme 

xC — ty ^mt* — m. ([) 

Prenons la dérivée par rapport à t, nous avons 

3i*x— j/ = 4m('. (2) 

Les équations (1) et (2) donnent, pour déterminer les coor- 
données du centre de courbure w, les formules 
-T _ I + 3/' l = l±£.. 

m zl* ' m 21 ' 

G. DK L. — GiautjRK H LA RiGLE. « 
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Abaissons du point u des perpendiculaires uP, loQ sur les 
asymptotes; et observons que nous avons 
0k = 2x', GB = ay'; 
nous obtenons alors les relations 

/* I I» I 

AP = m^— -i' m=m- ^■ 

2(' 2£ 

D'autre part, élevous au point M la droite RS perpendicu- 
laire sar OM, nous trouvons 

AR = îAP, et BS = zBQ. 

De cette remarque, nous pouvons déduire une détermi- 
nation très simple au moyen de la règle et de l'équerre du 
centre do courbure, en un point M pris sur une hyperbole 
équilatëre dent les asymptotes A, A' sont données de posi- 
tion. 

Par le point donné M on trace une droite AB partagée par ce 
poinl et par les asymptotes e« deux parties égales; soit Mm la 
perpendiculaire à AB. On élève ensuite une droite RS perpendi- 
culaire à OM ; les parallèles ajix asymptotes menées par les 
milieux des segments AR et BS se coupent sur Mw, au centre 
de courbure cherché. 

Ou observera que la droite Mu> pourrait, pour cette déter- 
mination du centre de courbure, n'ôtre pas tracée; mais la 
présence de cette droite dans l'épure donne à la construction 
indiquée uue vérification précieuse. 

88. Détermination du centre de cotirbure, les 
éléments donnés étant quelconques. — Lorsque la 

conique proposée F est déterminée par des éléments diiTé- 
reuts de ceux que nous avons admis dans les paragraphes 
précédents, le procédé le plus général quo nous puissions 
indiquer, pour la détermination du centre de courbure, 
consiste à déduire des données de la conique 1' les éléments 
mêmes que nous avons supposés connus. 

Un exemple suffira pouf faire comprendre ce que nous 
entendons par là. 

Je prendrai le cas très simpl-e d'une parabole P. déterminée 
par deus tangentes AT, AT' et par les points de contact M, M'; 
cet exemple me donnera l'occasion de faire connaître, une 
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construction très élégante de la parabole par points et par 
tangentes, construction qui a été indiquée par M. d'O- 
eagiie {*). 

Soit AB la médiane du triangle MAU' ; traçons le parallé- 
logramme MBCD ; par les points G et D menons deux paral- 
lèles quelconques CC * 
DD'; puis, par C et D' 
des droites C'C, D'D', 
parallèles à AB. La 
droite C"D' est tangente 
a la parabole P, et si 
nous prenons CI ^ 
KD', le point de contact 
est précisément le point 
I. 

Cette proposition que 
nous nous bornons à 
énflncer se démontre 
très simplement par 1 
calcul ; elle s'établit 
aussi immédiatement 
par des considérations 
géométriques diverses et notamment eu montrant que la 
transversale réciproque de C"D" par rapport au triangle MAM' 
se meut en restant parallèle à une direction ftxc. 

Si l'on veut maintenant déterminer le centre de courbure 
do P, au point 1, on peut opérer de la manière suivante. 
De l'orthocontre du triangle ÂC"D", on abaisse une perpen- 
diculaire A sur AB. La normale en I rencontre A en un 
point J; on prend lui = aJI; w est le centre de courbure. 

89. Remarque relative au problème de l'inter- 
section d'une droite et d'une -conique. — On a sans 
doute observé que nous n'avions, à aucun moment, abordé 
certains problêmes qu'on a quelquefois considérés comme 
appartenant à la géométrie de la règle, mais qui ressortent 

[■\MatheHi, 1885;i.V, p 26. 




Fig. I 
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vraiment d'une géométrie supérieure; nous entendons ici, par 
cette expression, la géométrie du compas. Tels sont les pro- 
blèmes dans lesquels on se propose de déterminer les points 
communs à une droite tracée A et à une conique bien déter- 
minée, par certaines conditions données; ou encore ceux 
oii l'on se propose le tracé, point par point, de coniques 
ayant avec une conique donnée un contact d'un certain ordre 
et vérifiant on outre quelques autres conditions (*), etc. 

Tous ces problèmes exigent qu'une conique donnée soit 
tracée dans l'épure que l'on fait, ou que, à un certain 
moment on fasse usagedu compas; ce sont donc des problèmes 
du second degré, insolubles avec la règle seule. Mais le pro- 
blème retombe aupremierdegré et ressort alors de la géomé- 
trie de la r.'-gle, dans le sens rigoureux que nous donnons 
à ce terme dans cet ouvrage, lorsquel'un des poiots communs 
à la conique et à la droite considérées est connu d'avance. 

Nous donnerons, en terminant les problèmes relatifs aux 
coniques, un exemple remarquable de ce dernier genre de 
problèmes. 



dO. Problème. - 




Connaissant le pied d'une normale à à 
la parabole P, trouver 
le second point commun 
à a. et à P. ;". 

Soit A' (x', î/') le 
point symétrique de 
A par rapport a Ox; 
ayant fait la construc- 
tion qu'indique la fi- 
gure (construction 
dans laquelle ÂA'fi, 
ABC, AGI sont des 
angles droits) ou ob- 
tient sur la normale 



(') Géométrie de la Régie; théorèmes et problâmes sur las contacis de< 
B'ctioDS coniques, par M. Pljcker, docteur de l'Université de Bonn (Annales 
di Gwgwne, t. XVII; ISSi el 1B27; p, 37|. 
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& un point I; il est facile de recounattre que I est le 
second poiut d'intersection de A avec P. 

En désignant par x", y" les coordonnées de C, on a en effet 
Ca = - y* = AH + A'G = y- + A'B tg a = y- + 2p tg «, 
ou 

D'autre part on a 

x = OH+CI = a=' + (y' + CH) tg « = a^ 

ou encore 

y.. V 

Les formules (1) et (2) prouvent bien que 
y"' ^ 2pir". 

Ainsi, I est le point cherché ; il s'obtient, en faisant seule- 
ment usage de la règle et de l'éqoerre. par la construction 
qu'indique la figure. Dana cette construction, on ne suppose 
HuUementque la parabolesoit tracée; cette courbe est déter- 
minée par son axe, la tangente au sommetet un point A. 

Mais, sans vouloir multiplier autrement ces considérations 
diverses, nous quittons avec cet exercice l'étude des sections 
coniques pour uous occuper des applications de la géométrie 
de la règle au tracé, par points et par tangentes, de certain' s 
courbes d'un ordre supérieur. Nous abordons ici un sujet 
plus intéressant et qui ne semble pas avoir encore été 
exploité, du moins avec la suite et la méthode que nous 
allons y mettre. Les chapitres que nous consacrons à 
cette étude compléteront la première partie de cet ouvrage ; 
nous développerons ensuite, comme nous l'avons annoncé, 
dans la seconde partie, les applications pratiques de la 
géométrie de la règle et de i'équerre aux questions diverses 
qui intéressent les opérations effectuées sur le terrain ot 
quelques problèmes que soulève l'art de la guerre. 
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CHAPITRE IX 

LK TRACÉ DXS CUBIQUES 

La cisscfidede Dioclès et la duplication dw cuhe (*). 

91. Génération normale de la cissolde. — Soient 

A et A' deux droites parallèles et AB une perpendiculaire 
commune ; par A menons une Iranaveraalo AD, puis, du 
point B abaissons une per- 
pendiculaire BG et prenons 
. ftufin AI = CD (**).. Le 
lieu décrit par le point I 
quand AD tourne autour de 
A, est nue courbe imaginée 
par Dioclès et qu'oii nomme 
la cissoïde. 

En posant 
AI = f, DAB = <.>, AB = d, 
on trouve immédiatement 

_ d Siu' (0 

Fig.63. ?- C08 <- ' 

c'est l'équation polaire de la cissoïde. 

En prenant AB pour axe des x, A pour a 
tion précédente donne 




e des y, l'équa- 



y =Â 



a^ 



de 



est, dans le système d'axes adopté, l'équation cartésienne 

cissoïde. 

La génération précédente n'exige, comme on le voit, que 
'usage de la règle et de l'équerre; car (§ 26) nous savons 



(') 11 va sans dire que le problème de lu duplication du cube ne ressort 
nullement de la géométrie de la règle ; nous n'en parlons ici qu'incidemmenl 
à propos de la cissoïde qui doit, à ce problème bmeut, sa première renommée. 

1") Il est bien eutendu qu'eu écrivant Al =:: CD, nous vouions eiprimer 
non seulement que tes segments Al et CD sont égaux, mois aussi qu'ils ont 
la même directiùn. 
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porter un segment donné CD sur sa direction, ea prenant 
pour origine un point quelconque A, Mais nous allons faire 
connaître d'autres constructions, point par point, de la cis- 
soïde, qui se prêtent mieux que la précédente à l'emploi de 
ces deux instruments. 

92. Générations diverses de la clssoide. — 1° Pre- 
nons encore les deux parallèles &, i', puis effectuons avec elles 




Fig. Si- 
I construction {\, 2, 3, fig. ■ 



t point I 



Fig. es. 
) (*). On obtient i 
qui décrit évidemment une cissoïdc. 

On peut présenter cette construction, dans une forme un 
peu différente, en effectuant la construction {1, 2, 3, Hg. 65). 

2" Aucune construction ne peut, crojons-nous, dépasser en 
rapidité celles que nous venons d'indiquer et qui n'exigent, 
pour la détermination d'un point de la cissoïde, que trois 
mouvements delà règle ou de l'équerre; mais en voici une 
qui, bien que plus compliquée, offre un intérêt particulier; elle 
permet, eu effet, de construire une cissoïde dont l'asymptote 
A' ne peut être placée dans les limites de l'épure. 

Soient 0, 0', 0" trois points en ligne droite; on Fait ta con- 



(•J Pour iitiréger, nous convenons du dÉsigner ainsi une 
luée avec la règle et l'éijuerre dans l'ordre morqué par les chiffres qui sont 
placés sur la liguru; dâ plus, pour éviter toute ambiguïté nous indiquerons 
les aDgl-;s droits par un petit arc de cercle. Enlln, dans le» constructions qui 
ont pour objet la génération de certaines courbes, c'est In transversale 1 que 
nous suppoBerona mobile; elle détermine la mobilité des autres droites 
ï, 3, etc. 
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âtructioQ (i, 2, 3, 4, 5, fig. 66); le point I décrit une cissoïde, 
quand la transversale 1 est supposée mobile. 
Ku effet, si nous posons 

0°I = p. IO"'a; = («, 00' = d, 0'0" — d, 
OMO' = 0"MI = «, 
uous avons 

MO' = (d + (f ) Bin w, et p = (d + tf) sin <■> t« a. (11 




D'autre part, le triangle OMO' donne 

d _ MO _ (d + d') cos iù 



sin a sin (a + id) sin a. cos <o -f- sin "> cos a 
Si noua éliminons a entre (1) et (2) nous obtenons 
d{d -\- d') sin' u) 

rf cos (0 

c'est bien l'équation de la cissoïde dounée plus haut. Le 
point 0' est le sommet de cette cissoïde et la distance du 
point 0" à l'asymptote de la courbe est éfçale à h, 
. ^ d (d + d') 

(f 
En supposant que d' soit suffisamment petit on voit que cette 
longueur h peut être aussi grande que l'on voudra p\ l'on 
pourra construire la cissoïde, dans le voisinage de son som- 
met, sans avoir besoin de connaître l'asymptote de la courbe. 
3* Prenons deux points 0, 0' ; la construction (1 , 2, 3, 4, 
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^. 67) donne un point I; ce pointdécrR une cissoïde, quand 
la transversale 1 tourne au- 
tour du point 0. 

Il serait de peu d'intérêt, 
croyoQ8-nou8, de multiplier 
ces constructionsqui varient à 
l'infini; nous avons choisi les 
précédentes parmi celles qui 
offrent le plus d'intérêt et de 
simpliciié, et nous allons 
maintenant nous occuper du 
tracé de la tangente k la 
cissoïde. p^^^ „_ 

93. Tracé de la tangente. - Considérons deux 
transversales ACD , AC'D' et prenons sur ces droites 
AI = CD, AI' = CD' ; les deux 
points I et I', ainsi obtenus, 
sont deux points de la cis- 
soïde. Les deux dioites O'C et 
ri sont deux transversalfis 
réciproques, dans le triangle 
ADD'; on peut donc dire que 
les points M et M' sont sy- 
métriques par rapport au 
milieu de Dl)'. Si nous sup- 
posons maintenant quo la 
transversale AC'D' vienne se 
confondre avec ACD, la droite 
ir, par définition, a pour 
position limite la tangente, 
au point I, à la. cissoïde et, 
d'autre part, (;C' dcvioni, à ■ >»■ •~- 

la limite, la tangente au cercle au point C. 

De celte remarque résulte une constructioii de ta tangente 
à la cissoïde; cette construction est indiquée sur la figure, 
ci-dessous. Pour obtenir la tangente V, on a pria D^n. ^ D^l. 

Pour simplifier les explications, et aussi pour les rendre 
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plus faciles à saisir, nous avons tracé, dans ces deux figures, 
le cercle qui admet AB pour diamètre ; mala il va sans dire 
que letracéde ce cercle 
n'est pas nécessaire; 
etcette remarquea son 
importance, dans un 
livre où nous nous 
interdisons l'emploi 
du compas. 

La cissoïde oblique 
donne lieu à une gé- 
nération analogue et 
le tracé de la tangente 
en un point pris sur 
cette courbe résulte 
immédiatement de 
l'application du théo- 
rème des transversales 
réciproques; mais nous 
durons occasion de re- 
trouver cette courbe 
f'ff- *'■ quand nous noua oc- 

cuperons des cubiques circulaires. 




LA DtPLICATION DU CUBE 

04. Résumé historiquedela question. — Le problème 

do la duplication du cube est celui qui correspond à l'équation 

x* = 2a>. 

Dans cette égalité, a est une ligne donnée ; x représente 
une longueur inconnue et que l'on propose de construire. 

Ce problème est insoluble avec la règle et le compas, 
pour des raisons qui sont connues de tous ceux qui sont 
initiés aux premiers principes des vérités mathématiques, et 
toute discussion sur ce point a cessé depuis longtemps, 

Hippoerato de Chio (*) (vers 4S0 av. J.-C.) observa que si 
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l'OD pouvait déterminer deux lignes x, y tellOB que 

a, X, y, ta 
soient quatre termes cousécutirs d'une progression géomé- 
trique, le second terme de cette suite serait le côté t^erché. 

En effet, les égalités 

x' = »!/. y' = 2«3:. (*) 

donnent bien it* ^ sa'. 

Le problème de la duplication du cube devint, après cette 
remarque, le problème de deux moyennes proportionnelles. Mais, 
comme ou l'ajustement fait observer ('), « la difficulté u'était 
que déguisée; elle n'avait fait que changer do forme n. 

Pappus (**) a présenté une solution de co problème ; c'est 
cette solution que nous allons reproduire en lui ajoutant le 
perfectionnement que DiocJès y apporta, en introduisant la 
cissoïde dans la construction qu'avait indiquée Pappus. Nous 
donnerons ensuite d'autres solutions du présent problème. 

96. La solution de Dioclès. — Construisons d'abord 
un triangle rectangle CAB, 
en prenant 

AB = 20, AC=:a; 
puis, du point A comme centre 
avec un rayon égal à 2a dé- 
crivons le cercle 4 et menons 
enfin par le point une trans- 
versale OQ de telle façon que 
l'on ait ' 

IM = MP ; 
nous allons montrer que AM 
est égal au troisième terme y 
de la progression géométrique 
imaginée par Hippocrate. 

Posons AM ^ y ; nous avons 
SM=2o+y, MR=30— y, 
et, par suite, 

MP.OM = 40» — a». (2) 

[') Aperçu hùtoriqbe, p. 6. — Ch. Bossut, Essai sur l'Histoire générale de 
UatMmatUiuet, p; 35. 
(") CoUeclions Mathématiqwi: lib. H, prop. XI. 
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D'autre part, le tnangle OMA et la transversale IGB 
domieiit 

m CA BO _ 

01 'cm'ba ~ '■ 

ou 

2MP.0 = (OM — MP){i/ — a). 
Cette égalité peut s'écrire 

MP(a +y) = OM(y - a), 
on a donc 

MP.OM.((i + y) = OM'(y — a). 0^} 

Des égalités (3) et (3), on déduit 

{4a* — !/*)(« + y) = U<^* + y'Xy ~ a) 

ou, tout calcul fait, 

y» = 4a'. 

D'ailleurs les relations (1) donnent précisément y° =40*; 
y représente donc bien le troisième terme de la progression 
d'Hippocrate. 

Pour mener, comme le proposait Pappus, une transversale 
OQ telle que MP = MI, Dioclès, observant que 01 est alors 
égal à PQ, imagina de construire le lieu du point I. quand 
on suppose que, la transversale OPQ tournant autour du point 
0, ou prenne constamment 01 = PQ, C'est ainsi que la 
cissoïde s'est présentée pour donner la solution de ce pro- 
blème de la duplication du cube. 

Mais la cissoïde n'est pas, si l'on veut nous passer le mot, 
la seule duplicatrice; l'on conçoit bien, en effet, que toutes 
les cubiques peuvent, plus ou moins simplement, jouer le 
même r61e et servir à la solution de ce problème. Il s'en faut 
môme de beaucoup que la cissoïde soit ta courbe qui se prête 
le mieux à cette solution, comme nous espérons le montrer. 

96, Exemple d'une cubique duplicatrice. — Consi- 
dérons deux droites rectaugjulaires A, A', un point fixe O, et 
soit effectuée la construction (I , '^, 3, ^3. 71) daus laquelle les 
angles OAB, CBI sont droits. Cherchons le lieu décrit par le 
point I. 
s 

OC = d, 01 = p, AOC = <-. 
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nous avona alors 



et, par suite, 

P 
ou, plus simplement, 



,i(i+tg'a>) 




En coordonnées cartésiennes, cette équation s'écrit 
a;' = d(a;' + y*). 

La courbe r qui correspond à cette équation affecte '. 
forme générale qu'in- 
dique la figure. Elle est 
constituée, abstraction 
faite du point double y 

isolé O, par une seule / 

branche parabolique x 

doublement infléchie et 
touroant sa concavité 
vers la droite i. On 
peut aussi vérifier que -^ 
l'inflexion delà branche 
a lieu pour m = 3o', ce 

qui permet de déter- ' 

miner ce pointtrès faci- 
lement et cette remar- '''"■ ^*- 
que trouve son utilité dans le Iracé de la courbe. 

Nous déterminerons tout a l'heure la tangente en un de 
ses points; montrons d'abord comment elle peut servir de 
duplicatrice. 

Du point comme centre, avec un rayon égal à d^/s, dé- 
crivons un arc de cercle qui coupe P au point I'. Nous aurons 



Ainsi OB' est le côté du cube qui, en volume, serait le 
double du cube dont le côté est égal à OG. 
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Le tracé de la tangente à F, co un point pris sur cette 
Mjurbo, se fait très simplement par la remarque suivante. 

Soit I un point de la courbe ; déBignons par p et a les 
coordonnées de ce point. L'équa- 
tion connue de la tangente ù. nue 
courbe, daus le système des coor- 
données polaires, donne, dans cet 
exemple et après calcul fait. 




.»(cc 



ix+3sin't 



— sin II) sin' 



Parmi les solutions évideates de 
cette égalité, on peut distinguer 



= 00", — ^ — 2Coe' o sm a ; 
P" 
po désignant la distance à l'origine 
du point où la tangente cherchée 
rencontre OL 
On a d'ailleurs 
01 



0P=- 



et, par conséquent. 



On obtient donc la tangente IQ ( 

Sur la figure, nous avons appliqué cette construction géné- 
rale à la tangente inflexiounelle et, à cet effet, nous avons 
pris l'angle a égal à So". 

Nous aurons d'ailleurs occasion de signaler plus loin d'autres 
cubiques qui se prêtent d'une façon commode à la solution du 
problème qui nous occupe et dont le tracé s'effectue avec la 
règle et l'équerre ; mais voici, pour quitter ce sujet incident, 
deux solutions qui nous paraissent intéressantes et qui 
n'exigent que le tracé des courbes simples: le cercle, l'Iij- 
perbole équilatèro on la parabole. 
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97. Solution da problôixe de la duplication du 
cube par un arc de cercle et un arc d'hyperbole 
équilatôre. — Preuons un angle droit t^ et un point M; 
de M, abaissons les perpendiculaires MP et MQ, puis joi- 
gnons PQ. Cette droite ren- \ j- 
contre la perpendiculaire 
élevée à OM, au point M. en 
un certain pôinf M'. 

Soient x, y les coordonnées 
de M ; af, y' celles de M'; nous 
avons d'abord 

- + '-=•: (1) 

X '■ y 
d'autre part, l'équation de MM' 

prouve que 

y(y'-y)-\-xi^-a:)=o.(2) 
Les relations {') et (2) don- 
nent par combinaison 




Le problème général, celui qui se propose de construire un 
cube qui soit à un cube donné dans un rapport donné, trouve dans 
ce<te relation une des solutions les plus simples, si nous ne 
nous trompons, qu'il comporte. 

Toute la question revient évidemment à celle-ei : étant 
donné le point M', trouver le point correspondant M. Or le 
point M appartient: 1' au cercle y décrit sur OM' comme 
diamètre (éq. 2J, 2° à une hyperbole équilatère H ayant pour 
asymptotes les droites M'R, M'S menées par M', parallèle- 
ment aux axes, et passant par l'origine (éq. i). 

98. Duplication du cube au moyen de deux arcs 
de paraboles. — Nous donnerons encore, pour terminer cette 
digression, une solution du problème do la duplication du 
cube au moyen de deux arcs de parabole. 

Prenons un rectangle OAMB, projetons le sommet M sur 
AB en M'. Noua avons 
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MA 
M'B 

et par suite 



ES»AI SUD LA GtOMÏTRIB 



■^ = ~, M'A'=âM.AR, M'B* = BS.BM, 



M'Q _ /MA\' 
Wr ~ \MB/ ' 
Comme nous l'avoDS observé au paragraphe précédent, le 
problème revient, d'après cela, à déterminer le point M, 
connaissant M'. Or, lorsqu'on fait tourner autour de M' les 
ip- deux droites rectangulaires AB et 
I M'M, les relations^ 

-, M'S' = MS.BS, M^ = MB.AR, 
prouvent que l'on peut considérer M 
comme appartenant aux deux para- 
boles P, P' lesquelles se construisent 
point par point au moyen de la 
règle et de l'équerre, comme l'in- 
dique la figure, la construction 
relative au point M pouvant se 
reproduire pour tous les autres 
^'^' ^^' points de P et de F. 

On voit que cette construction réalise, avec la généralisa- 
tion convenable, l'idée arithmétique qui avait conduit Hip- 
pocrate au problème des deux moyennes proportionnelles. 




CHAPITRE X 

L* STROPHOÏDE, LA TRISECTRICE DE UAC-LAUHIN ET LE» CUBIQUBS 
CtRCULArnES UntCURSALES 

99. — J'arrive maintenant au tracé de la strophoïde et je 
dois rappeler d'abord la définition de celte courbe. On sait 
qu'étant données deux droites, A, A' se coupant au point B, et 
sur celle-ci un point fixe A; si l'on mène par A une trans- 
versale rencontrant A en C sur laquelle on prenne, à chaque 
instant, 

CI = rc = CB, 
le lieu du point I, ou du point I', est une courbe du troisième 
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degré, présentant au point C un nœud droit; cette courbe est 
la stropho'ide. 

Lorsque les droites A, A' sont rectangulaires, la cubique 
est symétrique par rapport à A' ; elle prend le nom de atro- 
phoïde droite ; dans l'hypothëse contraire, on a une stro- 
phoïde oblique. 

Mais cotte génération, point par point, exige l'emploi du 
compas et nous voulons indiquer comment on peut con- 
struire la strophoïde avec la rbgle et l'équerre. Seulement, 
pour éviter certaines longueurs et des répétitions sans intérêt, 
nous aborderons immédiatement le tracé des cubiques cir- 
culaires unicursales, en indiquant les conditions spéciales 
que doit réaliser la figure pour que la construction signalée 
conduise au eus de la strophoïde ou à celui de la trisectricc de 
Mac-Laurin, courbes remarquables que nous avons plus par- 
ticulièrement en vue dans ce chapitre. 

100. — Le prob'èmecnqucstion comporte naturellement une 
infinité de solutions; nous nous bornerons à exposer celles 
qui, parmi tous les tracés que nous avons imaginés, nous ont 
paru résoudre le problème qui nous occupe, d'une façon aimple. 
Imaginons une droite A et trois points en ligne droite 
0, 0', 0"; 0' étant situé 
sur A ; puis effectuons la 
construction indiquée (i, 
s, 3). Nous obtenons ainsi 
un point I ; cherchons le 
liou décrit par ce point. 
Ayant posé : 

01 = f, 
lO'aj = u, 
00' = d, 
O'O' = (f ; 
nous avons 

o'ii = .i .T" , - 

sin {<) — w) 
D'autre part 

p = O-H — O'K = O'M cos (6 — o>) - 

G. DB L. — GioXËTRlE DB LA RÈGLE. 
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par suite 



n = d 



siu 01 C03 (6 - 



<-) 



' d' COB (j 



Eu couver tissant cet le équutîou eu coordonnées carté- 
sieuues, ou a pour lo lieu du poiut I 
{x siu — y cos 0)(a;' + ï') = sin 6 (dy' — dx*) (A) 

+ (d + d')xj cos 0. 
A cette équatiou correspond une cubique passant par les 
ombilics du plan et présentant en 0' un point double ; en 
d'autres termes, ce lieu est une cubique circulaire uni- 
curaale. 

Si lo point 0' se trouve placé au milieu de 00', c'est-à- 
dire fil l'on suppose d ^ d', les tangentes au point double, 
d'après l'équation (A), sont rectangulaires et le lieu décrit 
par I est une strophoïde. 

]1 est d'ailleurs bien facile de lo vérifier. Eu effet, joif^nons 
O'I et menons O'A parallèle è A ; puis observons qne la 
perpendiculaire abaissée de 0' sur MI, tombant au milieu 
de ce segment, 
letrianglellOr 
est isocèle. 
D'après cette 
remarque, nous 
pouvons dire 
que les angles 
I et 2 sont 
égaux et il en 
résulte que le 
triangle O'Al 
est isocèle. Lo 
lieu du point I 
est donc une 

strophoïde ; la strophoïde est droke lorsque i est perpendi- 
culaire sur OO'O". 




lOi.— On peut obtenir l'équation des cubiques circulaires 
unicursales sous une forme plus simple de la manière sui- 



1.;. Google 




DE I.A RÈGLE ET D£ L'ÉQL'EnilK 99 

Pi-euous lia roctaiigie OABC, puis etO' ôlant deux poiuts 
fixes, effectuons le tracé 
I, 2, 3, lequel, au fond 
est identique au précédent. 

En projetant sur la di- 
rection 01 les contours 
brisés OCO", OIMO". on a 
immédiatement 
, A — 6 

P + ^r^ = a CCS u> i 

+ ABin<o, 
ou, en coordonnées cai- 
tésicnnos, '^' "' 

y{x* + y») = (b~ h)x* -f- bif + axy. 

Si nous supposons que nous oyons 

b = Il — b, ou II ^ 2b, 
les taogeutt's au nœud sont rectangulaires et le lieu décrit 
par le point I est une strophoïde. 

Cherchons i vérifier directement ce fait. Supposons doue 
que le point 0" (fig. 78) soit tellement piacé que 0"B = BC ; 
alors la droite 00' coupe AB au point K eu deux parties 
égales. D'ailleurs les triangles OâH, CBM étant égaux, nous 
avons AH = MB et, par suite, HK = KM. 

La droite IK joint donc le sommet d'un triangle rectaugle 
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Fig ^8. 





au milieu de l'hypothénuse; par conséquent, le triangle IKH 
est isocèle. Mais alors ILO, lui aussi, est isocèle et l'on peut 
considérer le point I comme décrivant une strophoïde dans 
les conditions suivantes : les points K et ^pnt fixes, et. 
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sur la transversale mobile IKL, reocontraiit en L la droite 
fixe UC, OD prend, à chaque instant, Ll^LO. 

Nous allons indiquer mainteiiaiit une construction qui est 
une application trbs particulière de la transformation con- 
choïdale des courbes que nous avons développée ailleurs {*); 
cette construction nous conduira, et c'est le principal intérêt 
qu'elle présente, à la détermination, tangente par tangente, 
des cubiques circulaires unicursales. Il convient d'observer 
comme on va ie vérifier d'ailleurs, qu'elle n'exige, comme tous 
lus tracés que nous exposons dans cet 
ouvrage, que l'emploi de la règle et de 
l'équcrre; mais elle est singulièrement 
simplifiée si l'on s'accorde l'usage du 
compas à pointes sèches, instrument 
qui permet de déplacer, dans une épure, 
la position d'une longueur donnée, sans 
pourtant faire usage des arcs de cercles. 

102.Tracé normal des cubiques 
circulaires unlciirsales. — Les 

cubiques que nous étudions ici peuvent 
étro considérés comme des conchoïdales, courbes transformées 
de la droite et du cercle d'après la définition suivante. 

Soient une droi- 
te i, un cercle r et 
un point sur T; 
par menons une 
transversale OAB et 
prenons OI=^AB; il 
est facile de vérifier 
que le lieu décrit 
par le point I est 
une cubique circu- 
laire unicursale. 
On obtient la stro. 
phoïde en prenant pour i une droite passant par le centre de T. 





(•) Nouvelle Cot^^oailanre SJalbénuUiqHe, l. V, 18T9, p. 14j. 
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et 



Mais voici comment, le tracé du cercle r n'étant pas 
accordé, on peut réaliser la construction précédente. 

Imaginons une droite A et deux points quelconques 0, 0' ; 
par 0' menons une droite mobile O'M et du point abaissons 
une perpendiculaire OM; enfin, prenons 01 = AB. Le lieu 
du point I est une cubique circulaire unicursale. 
Nous avons en effet OM = d cos ut, 

Q^ (d+if)sm8 
sin (6 — u) 

Finalement, l'équation polaire du lieu décrit par I est 
(d-fd)sin6 . 
"^ 8in (6 — o>) 

OU, en coordonnées cartésiennes, 

(x* + y*) (iC sin 9 — y cos 9) =a;* d' sin 9 + y' C^ "I" '^) ^in 9 
■^d xy cos 9. 
Cette égalité représente _^. 

unestrophoïdequandona 

d + 2 (f = o, 
c'est-à-dire lorsque A pas- ' 
se par le milieu de 00'. 

103. Tracâ de la 
tangente. — Comme 
nous l'avons annoncé ^'S- *'■ 

tout à l'heure, cette construction, point par point, des cubiques 
circulaires unicursales permet de les déterminer, tangeule 
par tangente, comme 
nous allons l'indiquer. 

Considérons deux 
positions infiniment ' 
voisines de la figure 
constituant la con- 
struction que nous 
venons d'indiquer. 
Dans le triangle oaa' 
(pg. Si), nous pouvons 

considérer «' et mm' comme deux transversales réciproques; 
de telle sorte que les points t et f sont isotomiquos sur aa'. 
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En passant à la limite, on est conduit, par ces considéra- 
tions, au tracé indiqué (fig. 82). 

Dans cette construction : oo'ml est un rectangle, mS est 
perpendiculaire sur ml et on a pris aO' = On. La droite O't 
est la tangente cherchée. 

104. — Outre la cissoïde et la strophoïde, on peut citer, par- 
mi les courbes célèbres qui se rattachent au groupe des cubi- 
ques circulaires uuicursales, la trisectrice do Mac-Laurin (*). 

En général, on donne le nom de trixeclrice à une courbe qui 
permet de résoudre le problème de la trisection d'un angle 
donné; il y a, naturellement, une infinité de triaectrices ; et 
ces courbes, lorsqu'elles sont combinées, pour la solution en 
question, avec une droite, sont au moins du troisième degré; 
celle dont nous allons dire quelques mots est une des plus 
simples que l'on puisse concevoir, elle correspond ii la défi- 
nition suivante: la trisectrice de Mac-Laurin est une cubique 
circulaire droite possédant vn nœud et les tangentes en ce point 
sont inclinées respectivement, sur l'axe de la courbe, d'angles 
égaux à 60° et à ISO". 

Mous voulons simplement indiquer ici le tracé par points 

(*) D'aprëaun ranse^^eniAiil que je dois t l'ubligoance de U. Sclioule, 
professeur à l'uniTcrsité de (ironingue, celle courbe se trouve dans le 
ÏTûiMrfeî jîum'on», de Mac-Laurin [1749, pi. X, fig. 13*, p. 198). Elle a fait 
râcemment l'objet de diverses recherches parmi lesquelles nous citerons; 

1° Un mémoire de M. Scboute tArchives Néertandaiset, l. XX, 1885], 
ayant pour titre : Sur la co^sTR[ICTlOH des courbes unccubsales pab points 
ET PAR TineENTKs. Daua ce mémoire se trouve exposé, entre antres 
choses, uu tiacé de la trisectrice pat points et tangentes, d'après une 
construclion duo & M. Godefroj'. 

2* Une note de M. d'Almeida Lima dans le Jomal de scienâat malhe- 
matico! e AstrononiKa!, publié par le D' Gomes Teixeira, Coimbra, 1885, 
p. 13), et istitulËe Sobre una furva do lerceiro grao, 

3* Doai articles de M. Habicb, directeur de l'école spéciale des con- 
structions civiles et des mines de Lima, publiés dans la Gaceta Cimtiflca, 
année 1885, n" 9 et il, p. 248, etc., avant pour titre : Division d^ un 

ANODtO EN PARTIES IGUAIES. 

4* Une note publiée par nous (Journal de Mothémctiitue» spéciales 1885, 
p. 1761. 

5" Voyez aussi aotre Supplément au Cours de Mathématiques spéeiaie», p. 1 13, 
et lUnnuaire àe l'Association franfoise, congrès de Greuoble, 1885, p. 131. 

D'après une note placée au déljut du premier article de M. Uabich, 
qtie Je viens de citer, la trisectrice a foit l'objet d'un travail du profes- 
seur M. Peraun, de Huànuco; mais cet opuscule ne nous est pas connu. 
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et par tangentes de Is trisectrico en ne faisant usage que do 
la règle et de l'équcrre; il nous suffira de particulariser le 



! fait connaître plus haut, de 



tracé général que nous 
telle façon que les 
tangentes au nœud 
soient inclinées sur 
l'axe d'angles qui 
coDvieuuent à la tri- 
sectricc en question. 

A cet effet, pre- 
nons trois points on 
ligne droite 0,0', 0° 
et supposons que 00' 
=30'0', puis faisons 
la construction (1,2, 
3, fig. S3.) 

Ayant posé O'O" 
^o, on obtient pour 
représenter le lieu déctit par le point I, l'équation: 



M 






r 


' 


J. 


/ 
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A I 








FiQ. M. 


\ 





ou, en coordonnées cartésiennes, 

x(x^ + y*) = ff(y' — 3a!»). 
Cette équation représente bien la trisectrico de Mac-Laurin ; 
sa discussion n'offre aucune difficulté et elle établit que lo 
courbe correspondante a la 
forme qu'indique la figure. 

Tracé de la tangente. — Il 
nous reste a trouver le tracé 
de la tangente en un point 
pris sur la courbe. 

Soil I un point de la trisec- 
trice, point qui correspond au 
point M do la droite A, comiOG 
nous venons de l'expliquer. 
Projetons sur 0"M en P, 
et menons IJ parallèle à 00"; 



\- 



— J— 



y' 

Fig. Si. 
nous pouvons observer que le 



■V 
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lieu du point J est une trisectrlce égale et parallèle à celle 
qui est décrito par le point I et que, d'autre part, le lieu de 
P est le cercle décrit sur 00' comme diamètre. Eafitij les 
deux points P, J sont isotomiques sur 0"M. 

D'après ces diverses remarques, si l'on considère deux 
positions infiniment voisines de la figure mobile, le principe 
des transversales réciproques prouve que les tangentes aux 
lieux décrits par J et P coupent A en deux points H, K 
symétriques par rapport à M. 

Concluons donc que, après avoir pris en C le milieu de 
00', on doit élever au point P une perpendiculaire PU à 
CP et prendre MK ^ HM ; la droite EJ ainsi obtenue est 
parallèle à la tangente cherchée. 

CHAPITRE XI 

LES CUBIQUES UNICURSALES NON CIRCULAIRES 



liques. — Les Cubiques simples. — Cubiques diverses. 

Toutes les cubiques qui possèdent un point double pouvant 
s'engendrer, point par point, de telle sorte qu'une transversale 
issue du point double ne rencontre la courbe qu'en un seul 
point, leur construction ressort évidemment de la géométrie 
que nous développons ici; et, après nous être occupé, comme 
ou l'a vu dans le chapitre précédent, des cubiques circulaires 
unicursales, n- us allons maintenant considérer quelques 
autres cubiques unicursales, mais non circulaires. 

106. ZiS Folium de Descartes (*). — Soient A, à' deux 
droites parallèles, OB une perpendiculaire commune ; menons 
une transversale mobile OA et, du point B, abaissons BC per- 
pendiculaire sur OA. Prenons ensuite CA' ^ AG et soit I la 
conjugué harmonique de À par rapport au segment OA'. 

(*) Sur coUe coucbe ou pourra consulter 
bibliographique de Terquem, publiée dans les 
p. 301. 
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Nous allons reconnaître que le lieu décrit par I est un folium 
de DescarCea. 
Nous avonsen effot 

OA' 01 ^OA. 
et 
OA' + OA = aOO. 
PoBonB 
01 = p, lOB = w, 

OB = d ; 
les égalités précé- 
dentes donnent alors 
0A'=: nd cos <i> 



-Wc 



Par suite, tout cal- Fis 

cul fait, l'équation du lieu cherché est 

d 3C0S u — 2C0S» (o 



p 2C0S* (0 — J 

OU, en coordonnées cartésiennes, 

œ{x* 4- Si/') + d(y» — x') = o. 
II est facile do reconnaître, en prenant pour nouveaux axes 
les bissectrices OS, OY des axca Oj;, Oy, que la courbe qui 
correspond à cette équation est le folium de Descartes. 

106. La tangente au Folium. — Si nous considérons 
deux positions iufiuiment voisines de la transversale OA, 
les quatre points 0, I, A', A formant une division harmo- 
nique et le point étant commun aux deux transversales 
considérées, nous voyons ainsi que les tangentes aux lieux 
décrits par les points I, A' et A concourent au mémo point. 

Le point A' décrit une strophoïde et la construction de la 
tangente au folium, au moyen de la règle et de l'équerre, se 
trouve ainsi ramenée à un tracé précédemment indiqué. 

107. La tranatormatlon da Mac-Laurln. — Avant 
de considérer, comme nous en avons l'intention, le tri- 
dent de Newton, la serpentine et la courbe d'Agnesi, nous 
devons dire quelques mots de la transformation de Mac-Lau- 
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ria (*), parce que noua déduirons de celle-ci la construction 
de ces courbes par points et par tangentes. 

Imaginons une 
courbequelconqueU 
et deux points fixes 
A et B ; soit M un 
point de U. Joignons 
MA, puis menons BI 
parellëlement à AU; 
enfin traçons MI pa- 
rallèle à une droite 
fixe As. Nous obte- 
nons ainsi un pointi, 
f'ff- **■ et le lieu décrit par 

ce point est une courbe V, transformée de la courbe U. 

Nous allons montrer 
que l'on peut très 
simplement obtenir la 
tangente à la courbe 
V au point I. 

Considérons deux 
positions voisines du 
tracé précédent et pro- 
longeons les droitesBI, 
BI' jusqu'à ce qu'elles 
rencontrent Xz aux 
points C et C, puis 
'' prenons 

BD = IC = MA , BD' =: rC = M'A. 
Les deux triangles MÂM', BDD' sont égaux; d'autre part 
DD' et ir sont deux transversales réciproques du triangle BCC 
et l'on est ainsi conduit h la remarque suivante : 
Soit MT la tangente It la courbe U au point M ; ayant pris 

(*] Cette transformation a êtâ récemment ddveloppée par M. Scboutc 
ilans un mémoire publié en 18S5 au tome XX des Archiva Nierlondaiiei 
et Intitulé : iS'ur ta eonifmction dt! cotirbei unicurialat pur points et par (an- 
gmla. Nous devons ajouter que la IransformatioD que nous utilisons 
ici n'est qu'un cas très particulier de celle qui a été étudiée par 
U. Scboute, dans le traTail cité. 




■•-i 
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BD = MA on mène D8 parallèlo h MT jusqu'à 8a rencoalro 
en 6 avez As ; soit 6' le symétrique do par rapport à C, 
O'I est la tangente dematidéo. 

Voici une autre transformation des courbes, transformation 
dontnous avons déjà parlé (*) et qui constitue encore un cas 
particulier intéressant de celle de Mac-Laurin, 

Prenons deux axes rectangulaires Ox,0'j et, sur Ox, un point 
fixe A; soit U la 
courbe que nous vou- 
lons transformer. A 
cet effet, prenons sur 
Uun point M; menons 
MI parallèle à Oy et, 
par le point de ren- 
contre B de AM avec 
Oy, une parallèle BI 
à Ox ; le point I cor- 
respond ainsi au point 

M et en appelant : x, f^g gj 

y les coordonnées de 
M ; X, Y celles de I, les formules do transformation sont 

x = X, S = T£±i. (1) 

Nous allons démontrer que la tangente en M à la courbe U, 
la droite BC et la tangente en I au lieu décrit parce point, 
sont trois droites concourantes (**). 

Appelons \, v) les coordonnées courantes; les équations de 
MT et de IT sont 





y 








^ 


n 


\ w 






A 


** 


'\i 


^, 





ï^SÏ»-"^'- 



dY 



Y=_S-X), (î) 



(*] Jaantat de Malhématiguet tpécialei, I8B5, p. Ib9. 

(") Cette remarquable constniclion nous a été indiquée par M. tiode- 
froy, arcbitccle k Aiosterdam, et elle peut Stre considérée comme la con- 
séquence immédiate de celle que M. d'Ocagne a donnée (toc. cit., p. S6&) ; 
elle résulte au^fii, si l'on veut, de considérations qui s'appliquent à toutes 
les courbes déduites, d'une courbe donnée, par la transformation de 
Mac-Laurin. Mais, pour ne pas entrer dans ces considérations géné- 
rales, nous donnons ici une dénionstration directe dii cas particulier 
dont noua avons besoin. 
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Les formules (1) donnent 

dx = dl., a(dy — dY) = xdY + Ydx (3) 
Dbb formules (2) et (3), on déduit par combinaison 
TiX + ÏY = 2a=Y -I- alY — y) 
ou, en tenant compte do la seconda formule (1), 

Cette dernière égalité prouve que les deux tangentes con- 
sidérées se coupent sur la droite BC. 

Les principes que nous venons d'établir vont s'appliquer 
maintenant, comme on va le voir, à trois des cubiques 
emarquables que nous avons en vue. 

108. La Serpentine. — Imaginons deux points fixes 
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h'ig. S'J. 

0, 0' et une droite i parallèle à 00'; si nous effectuons la ' 
construction (i, 2, 3, 4; %. 89) le lieu décrit par le point I 
est une cubique à laquelle Newton, pour rappeler sa forme, 
donnait le nom de Serpenline. 
En appelant a*, j/, les coordonnées du point I et eu posant 
OH = d, 00' = d', BOO' = <x, 
on a 

X = d cotg a, y = d' sin a ces a. 
Cette dernière relation peut s'écrire 

j/(sin* « -j- cos' a) = d' sin % Cos a; 
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l'équation du lieu ogt doue 

La figure ci-dessus rappelle la forme do la courbe ; la 
taugcnte au poiut I a été tracée eu appliquant l'élégante 
construction de M. Godefroy. 

109. Le trident de Nevrlon. — Cette courbe est uns 
cubique possédant un point double h l'infini et, parmi les 
cubiques de cette espfece, celle-ci est caractérisée par ce fait 
que son équation, lorsqu'on cboiait convenablement les aies 
de coordonnées, est 

U 
!/ = V' 
U et, y désignant des fonctions entières de x; la premibro, 
du troisième degré; l'autre, du pre- 
mier degré. Il y a, naturellement, 
au point de vue de ta sinuosité, plu- 
sieurs formes de trident, suivant le 
nombre des tangentes réelles que l'on 
peut mener à la courbe parallèlement 
à l'ase Ox; mais nous n'avons à nous 
préoccuper ici que de la construction 
du trident par points et par tangentes. 

Voici, parmi beaucoup d'autres, une 
génération quenous voulons indiquera 
cause de sa grande simplicité, mais elle 
ne conduit qu'à un trident particulier. 

Autour d'un point fixe M on fait tourner une transversale 
qui rencontre les ases de coordonnées Ox, Oy aux points A, B; 
la construction ( 1 , 2, 3 ; fig.90) conduit à un certain pointl. 

En désignant par a, p les coordonnées du point M, on 

trouve que le lieu décrit par I est une courbe représentée par 

^ x{(j~a)'-|-p'} 

c'est l'équation d'un trident, dans un cas particulier. 

Mais Toici une génération qui donne le trident, en prenant 
le mot dans le sons général que nous avons indiqué tout à 
l'beure. 
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GtHuidérons uae parabole P rapportée à aoa axe Oy et à sa 

tangante principale Ox; soient À ua point pris sur l'axe, 

BuQ point flxc 

' donné sur la 

corde princi- 

* pale du point 

A ; effectuons 

la Goostruetion 

{1,2, 3;)Kj-«> 

ot cticrchODs 

le lieu du 

pDint I. 

Soient x', y' 

''»■ "'• los coordon- 

iiccâ du point M; ou posant 

OA = b, AB = 0, 

l'cqualion de BI est 

y - I. = '-^(^ - «)■ 
('Omnie on a x^ x', 

lit x' = 2py', 

l'élimination dex^ et do y' entre ces Iroia équations donne, 
pour l'équation du lieu déciit par le point I, 
- 2abp 




y=- 



2pX 



(1) 



Maij il importe de montrer que tout trident peut 6tro 
engendré par ce procédé. 
Considérons, à cet effet, l'équatiou générale des tridents 

y = ■ ; — ■ ■ {A et m ?; o) • 

Si nous transportons les axes parallëlemcntà cu^-mémcs 
a moyen des formules 



!/ + > = Y, 



x + - = %, 



l'equatioii précédente devient 



1.1 Google 



DE LA RÈGLE ET DE l'ËQUERBE 111 

et Bi nous disposons de J^ par l'égalité 
C + Xm = o, 
nous avons finalement, dans ce système d'axes, l'équation du 
trident sous la forme 

AX' + B-S' + iy 

mX ' ^' 

Nous pourrons donc identifier les équations (I) et (2) et il 
est ainsi démontré que le génération par points, que nous 
venons de donner, convient à tous les liidents. 

Comme nous savons construire une parabole, par points 
et par tangentes, au moyen de la règle et do l'équerre, nous 
pouvons donc aussi, par application de la rbgle donnée dans 
un paragraphe précédent, construire le trident par points et 
par tangentes. 

110. La courbe d'Agnesi. — Cette courbe, comme les 
précédentes, nous a déj5 occupé {*) (loc. cit.); noua ne la 
signalons ici que ! _ 

pour compléter cette 
série de cubiques 
remarquables et pour 
faire observer qu'on 
peut la construire, 
par points et par 
tangentes, sans au- 
tre instrument que 
la règle et l'équerre. 

Soient 0, 0', 0" 
trois points en ligne 
droite et tels que 
O'O = 00'. Si nous 

effectuons la construeliou {i, 2, 3, 4; fig. 92), lo lieu du 
point I est une courbe d'A-gnesi. 

En élevant au point M une perpendiculaire MT à DM jusqu'à 
sa rencontre eu T avec BG, la droite TI, d'après la remarque 
de M. Godefroy, établie plus haut, est la tangente cherchée. 

[■)0n trouvera (Jotrnalif: M athiinaliqwn spéciale». I88j, p. 15* et 200 
quelques déTclopperaents et cerUins dëlails biblic^rapbiqucB sur ces 
trois courbes. 
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111. Les cubiques unicursales générales. — Voici, 

pour faire un dernier emprunt à l'intéressant mémoire de 

M. Schoute, une description par points et par tangentes qui 

permet de tracer les cubiques unicursales droites. 

Prenons quatre points on ligne droite Â, B, C, D, puis 

efTectuuns la construction (t, 2, 

3f 4; ^9- S3) dans laquelle, 

bien enleudu, les droites MB et 

MD sont rectangulaires. Si nous 

posons : 

AB = a, AG = 6. BD = c; 
CI =p, IGD = <», MBD=a. 
Nous avons 

o tg a = 6 tg <u, 
l\g. as. et 

c cos' a = p cos at-\- b — a. 
L'élimination de a. entre ces deux équations donne 




a=a—b+ ' 



a' -)- b' tjf* eu 
ou, en coordonnées cartésiennes, 

ir(a*a:* + ô'y") = (a + e — bju^x* ■+- {a — b)b*y*. 

C'est l'équation générale des cubiques unicursales droites, 
quand on prend : 1" pour origine, le point double, 2" pour 
axe des x, l'axe de symétrie. 

En faisant varier la disposition des points Â, B, 0, on 
peut ainsi décrire un grand nombre de cubiques remar- 
quables. 

La tangente au lieu décrit par le point I se détermine trèH 
simplement en observant, avec M. Goilefroy, que les tan- 
gentes en M et I, aux lieux décrits par ces points, se coupent 
sur la droite NH. Cette propriété peut s'établir par des 
cou si dération s géométriques analc^ues à celles qui sont déve- 
loppées dans le mémoire do M. Scboute, ou directement, 
on suivant la métbode que nous avons indiquée plus haut, 
dans un cas semblable. 



112. Les cubiques simples. — Nous désignerons 
aiusi celles qui, dans un système convenable de coordonnées 
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cartésieDues rectaogulaireB, peuvent être représeutées par 
une équation aussi simple que possible, c'est-à-dire par une 
équation binôme. 

11 n'existe que trois cubiques simples correspondant aux 
équations : 

ce' — hy* = o, (A.) 

x' — h*y — o, (B) 

xy' — k' =0. (G) 

La première est constituée par deux bras paraboliques et 
elle présente à l'origine un point de rebroussement; la deu- 
xième est formée de deux bras paraboliques présentant une 
inflexion h l'origine, point qui est centre de la courbe. Ce 
Bont les deux cubiques simples paraboliques. 

Quant à la troisième elle afi'ecte la forme de deux brancbes 
hyperboliques asymptotes aux axes de coordonnées; elle 
admet un point de rebroussement à l'infini tîans la direc- 
tion Ox; c'est la cubique simple 
hyperbolique. 

113. Cubique simple 
parabolique à point de 
rebrousBement. — Prenons 
un angle droit yox, une droite 
A parallèle à oy, puis efTec- 
tuous la construction (i, 2, 3, 
4; lis. 94). "■ ■ 

En posant OC ^ A, BOx = *, on a immédiatemcut 
a; = A cotg* a, 
— y = h cotg* o. 

L'équation du lieu décrit par le point I est donc 

x- = hyi*). (A) 

Tr^sé de la tangente. — Prenons un point M {x, y) sur 
la courbe (A.) ; l'équation de la tangente en ce point est 
3X0:' ~- zhyY — hy* = o, 

{*) Cette parabole cubique il été quelquefois déaigaée par l'ëpithâle 
éaparabote Neilienm, du nom du géomôtre Guillaume Neil qui la signala 
comme une courbe rectîflable parce que son équation Tériflail lea rela- 
lions différentielles indiquées par Wallis pour ces sortes de courbes 
(ffoawlfca AnnalM, 18M, p. 413]. 

G. DE L. — GiOMSTEIG DE LA HâGLE. 8 
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3X 2y 



(a) 




D'une façon générale, on peut observer que si l'équation 
d'une courbe est 

xP = Ay^, 
celle de la tangente au point 
(x, y) est 

L'équation (a) étant vérifiée 
par X = o, Y — = |, on voit 

que la tangente à (A) s'obtient 

PO 
en prenant OQ = — et en joi- 
gnant le point Q au point M considéré sur la courbe. 

114. Cubique simple parabolique à centre. — 

Imaginons une hyperbole 
équilatère H, rapportée à 
ses asymptotes; prenons 
sur H un point J, joignons 
OJ, élevons 01 perpendi- 
culaire à OJ et menons 
enfin par J une parallèle 
à Oa;. Nous obtenons ainsi 
un point I (X, Y) qui cor- 
respond au point J(a:, y), 
et les coordonnées de ces 
po in ta vérifientles relations 
X = X, yY + X» = o. 
D'après cela, à l'hypei^ 
bole H représentée par 
*■'*■ **■ l'équation 

œy -\- h' = o, 

cette transformation fait correspondre une courbe U dont 

l'équation est 
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X» = ft»Y. 

On décrira donc l'hyperbole équilatère, point par point, 
par l'un des procédés connus et qui n'exigent que l'emploi 
de la règle et de l'équerre, puis on complétera la construction 
en passant du point J au point I, comme on vient de l'in- 
diquer. 

En appliquant la formule (T), dans laquelle on fait 
p=3, î=i, 



En prenant OQ ^ 2PO, QI est la tangente en I. 

115. Cubique simple hyperbolique. — Prenons un 







Fig. 97. 

angle droit yOx et une droite A parallèle à Oy, puis effectuons 
la construction (i, 2, 3, 4, 5; fig. 97) qui conduità un certain 
point I. En posant OA := A, le lieu de I est représenté par 
l'équation 

œy' = kK 
L'équation (T) appliquée à cet exemple, dans lequel on a 
p=i, q = —2, 

donne 

- -f 2 - = 3. 
X y 

D'après cela, I étant le point donné sur la courbe {jig. 98), 
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si l'on projette ce point on C sur OD et si l'on jirond 
CB:= 2OC, BI est la tangente à la courbe, 

116. BEMAneuE. — Les cubiques simples que nous venons 
de considérer 86 prêtent remarquablement bien à la solution 
du problème que nous avons examiné plus haut et qui est 
relatif à la duplication du cube. 
Si dans les équations : 

x' = hp*, a' = /l'y. xj' = k', 

on lait, respectivement, 

y=h\/i, !/=-2.h, 

on trouve, en effet. 



-ï- 



CUItlQUES DIVERSES 

Le tracé des cubiques unicursales {*) par la règle et rôiuerro 
se prête naturellement à toutes ces cubiques, et celles que 
nous avuus examinées jusqu'ici ne constituent qu'une faible 
partie des courbes de cette famille. Ne pouvant les considérer 
toutes, nous nous sommes attaché aux plus célèbres et aux 
plus simples et uous nous sommes borné ii indiquer l'un 
des procédés généraux qui permettent do les obtenir toutes. 
Mais en quiltanl le tracé des cubiques 
■' nous voulons indiquer encore deux 

-ï constructions qui conduisent à des 

cubiques que l'on rencontre assez fré- 
quemment. 



,/^ 



117. La cubique mixte. — Prc- 
— lions un angle iXioïiyox et une droite 
A parallèle à Qy; ayant effectué le 
fig. 99. tracé {I, 2,3; ^g. 99) et posé 

OA = fi, 01 = p. lOi = «, 
i trouve, pour l'équation du lieu décrit par I, 
A ;= û sin* w cos <o, 
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11" 



011, en coordonnées cartésiennes, 

y*x = A(a;' + y'). 

Cette cubique est une transformée conchoïdale de la para- 
bole dans les conditions sui- 
vantes. 

Considérons une parabole 
P représentée par l'équation 
y» — Aa:=o; par lesommetO 
menons une transversale mo- 
bile qui rencontre la droite 
fixe A (ic — A =: o) en K; et 
la parabole P, en M; puis, 
prenons MI ^ OK et cber- 
chons le lieu décrit par I, 

Nous avons 

OM=*^,OA = MI 




I 1 



h cos ( 



+ ; 



Le lieu décrit par le point I est donc la cubique trouvéo 
plus haut, elle est constituée par devx branches mixtes: do 
forme hyperbolique, à l'une des extrémités; de forme para- 
bolique, à l'autre; elle affecte l'apparence générale indiquée 
par la figure (*). 

En considérant deux positions intiniment voisines do la 
transversale OKMI on obtient la tangente à U au point I par 
l'application évidente du principe des transversales réci- 
proques, 

La cubique qui vient de nous occuper peut encore être 
engendrée, point par point, au moyen de la construction 

(■) Les courbes P et Usont disposées,ruDO t'8rrap[Mnt àl'autr'icomme 
l'indiquo lit figure, mais elles ni sont pas as^mplo tiques. La parabole 
asymptote de U est une parabole égale à. P lorsqu'on a traaspcrlé 
celle-ci, de la droite vers la gaucbc, parallèlcmcot à cUe-méme, à la 
âislance h. 
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î ci-deB80us. On est ainsi 



(i, 2j 3, 4) indiquée par la figure 
conduit à un certain point J. 
En observant que l'angle JOX est égal à BOG, on a 
y = a:tga, 

0C = !, 



^ 




A ;rf. 
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Fig. 401. 



Ces deux relations donnent, 
par combinaison, 

y*x=. h{x* +!/'). 



Ainsi, le lieu décrit par le point J est encore la courbe H 
que nous venons de considérer. Les parallèles à ox coupent 
cette courbe en deux points I et J qui se trouvent déterminés 
simultanément: l'un, par la première construction; l'autre, 
par la seconde. C'est un fait que nous avons rarement ren- 
contré et qui semble assez curieux. 



118. Remarque. — La cubique mixte qui vient de nous 
occuper affecte deux formes 
trës différentes suivant que 
son point double est : isolé, 
comme dans lo cas que nous 
avons examiné; ou situé sur 
les brancbes réelles de la 
courbe, comme dans celui que ' 
nous allons signaler. 

Considérons un angle droit 

yox et soient i, 4' deux paral- 

Fig. lot ifeies à Oy: si nous effectuons 

la construction (i, 2, 3; /îy. 102) nous obtenons un point I, 

dont le lieu géométrique, si l'on pose OA = d, AB = (f est 

une courbe représentée par l'éqaation 

y* {d — x) = d'œ*. 

Cette courbe est constituée encore par deux brancbes 

mixtes, mais, dans ce cas, elles passent par le point double. 
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119. La cubique concboîdale. — Parmi les cubiques 
unicursales que l'ou rencontre le 
plus fréquemment, nous citerons 
encore celles qui sont constituées 
par une branche conchoïdale et un 
point double isolé. Voici un exem- 
ple très simple de ces aortes de 
cubiques. 

Considérons un angle droit yox et 
une droite A parallèle à 0^; effec- 
tuons la construction (i, 2, 3,4, 5; 
fig. i03), le lieu du point I, comme ' 
on le vérifiera sans peine, est une 
cubique ayant pour équation 

La courbe qui correspond à cette équation a la forme 
générale qu'indique la figure. 




120. La conchoïdale circulaire. — Mais, parmi les 
conchoïdales, il y a lieu de remarquer celle qui est circulaire 
et qui s'obtient par la 
construction suivante. 

Soit CAB un triangle 
rectangle isocèle; on pro- 
jette en Q et en P, sur ses 
cdtës ÂB, AC. un point M 
mobile sur l'hypoténuse 
BC. La perpendiculaire 
abaissée de M sur PQ va 
passer (*} par un point 
fixe 0, quatrième sommet 
du carré construit avec le 
triangle proposé CAB, et "S'- *"'■ 

elle rencontre PQ en un point I dont le lieu géométrique est 
une cubique circulaire unicursale ayant pour équation, dans 




(•) Voyez NouvdlM Annale' t 



13, p. US. 
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le système yae, 

courbe représentée, dans le système YOX, par l'équation 

X (X» + Y») = ft ^- (Y' + 3X'). 
4 
L'asymptote réelle s' obtient en menant par 0', milieu do OD, 
. une parallèle à BC (*} ; le som met 0' est au milieu de AD ; les 
points B et C sont deux poinls d'inflexion réels de la courbe, 
la forme de celle-ci se trouve ainsi nettement indiquée. 

Le tracé de la tangente se fait assez simplement en 
observant que l'on peut considérer le lieu du point I comme 
étant la podaire du point par rapport à une certaine para- 
bole, enveloppe des droites PQ; parabole qui a pour sommet 
et pour foyer D; ce qui la détermine coraplfetement, 



121. Le Foliumparabolique droit.— Cette courbe est 
une cubique unicursale caractérisée par les faite suivants 
1* Elle admet une 
direction asymptotique 
unique; 
2» Elle est droite; 
3° Les tangentes au 
nœud sont rectangu- 
laires. 

Considérons un angle 

droit yox et une droite 

A parallèle àoy; posons 

OA = h. Si nous effec- 

'^' "'"^ tuons la construction 

(i, 3, 3, 4; fig. 105) nous obtenons un point I dont le lieu est 

une courbe correspondant à l'équation 

a:' = A(a!* — y"). 

[') La courbe qui dous occupe ici a élé, comme la pluput des 
CQblques simples, distinguée par Newton dans sonénutnérofiondei lignes 
du troisième ordre et par Euler dans sa magistrale introduction à Faaaiyse 
inflniUsimale. El\e a tait l'objet d'une note (iV. À., 18*3, p. 316) ; le lecteur 
qui se reportera à celte note voudra bien rectifier la construction indi- 
quée pour l'asymptote. 

L'erreur en question a d'ailleurs été relevée (iV. A., 1844; p. £99). 




1.;. Google 






DE LA RËGLK ET DE L'ÉQUERnE 121 

Si l'on prend OJ = IM, le lieu du point I est une cubique 
que nous avons examinée plus haut {x' — Ay' = o) et nous 
savons construire la tangente à cette courbe au point J. 
L'application du principe des transversales réciproques per- 
met de tracer la tangente au folium parabolique, au point I. 

122. Le Folium parabolique oblique. — Cette cubique 

unicursale admet, comme la précédente, une direction asynip 
totique unique et un nœud 
droit; mais elle n'a plus 
d'axe de symétrie. 

Exposant OA. = a, OB 
^ b et, en exprimant les 
diverses lignes de la figure 
au moyen de l'angle lu, 
on trouve sans peine l'é- 
quation polaire du lieu 
décrit par le point I 

^ coso) " coa u> Fig. tv« 

L'équation cartésienne est donc 

œ' = a(ic' — y*) -f bxy, 
et celle-ci prouve que la cubique correspondante est un Folium 
parabolique oblique, courbe que nous avons définie tout à 
l'heure. 

CHAPITRE XII 

LES QUA.RTIQUES UNICUBSALES 

Toutes les courbes unicursales sont évidemment suscep- 
tibles d'être tracées, point par point, au moyen de la règle 
et de l'équerre parce que, à un élémeat mobile, donné et 
convenablement choisi, ne correspond qu'un seul point de 
la courbe. Nous avons déjà fait cette remarque au chapitre 
précédent, mais nous y insistons encore à cause de son im- 
portance et nous allons montrer de nouveau, sur des exemples 
divers, l'application de cette idée générale. 

Nous considérerons uniquement quelques quartiques uni- 
cursales. 
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123. Le Folium doubla. — Le Folium double est une 

quartique caractérisée par les propriétés suivantes: 

1' Elle admet les directions isotropes comme directions 
asymptotiques doubles; 

2" Elle possède un point triple présentant la parlicularilé 
d'un rebroussement pour deux des bras qui passent par ce 
point. 

Il résulte de cette définition 
qu'en prenant l'origine au point 
triple, la tangente de rebrousse- 
ment pour axe des y et des axes 
rectangulaires, l'équation du 
folium double est 

Voici conupent on peut con- 
"' ' struire celle courbe point par 

Piff- *07. point avec la règle et l'équerre. 

Imaginons un angle droit Â.OB et soit (i, 2, 3, 4; (ig. 407) 
une construction condui- 
sant an point 1. Eu posant 
OA = a, OB = b, 
AI = p, MAO = co, 
nous avons, par applica- 
tion du théorème des pro- 
jections, 





AM 
et comme 



cos <o -f- * sin 



Fig. iOS 

p = AH cos 0) = Alt cos' lu, 
nous pouvons écrire 

p r= a cos* uj + ô sîn <o cos' 10. 
C'est l'équation polaire du lieu décrit par le point I ; l'équa- 
tion cartésienne est donc 

{^' ^y^y — x'iax-^by). 

On peut distinguer deux espèces de folîums doubles : 

le folium droit, et le folium oblique ; suivant que la 

tangente de rebroussement est ou n'est pas un axe de 

symétrie. 

Le folium double droit, qui correspond au cas particulier où 
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l'on suppose a = b, est une courbe bien remarquable (*); 

les consLrucUons (i, 2, 3, 4) des j_ V-* 

figures 108 et 109 conduisent encore 

au tracé du folium droit, point par 

point. 

Dans cette dernière figure, ou 
suppose 00' = O'O'. 

124. Le limaçon de Pascal. i''9- 'o^- 

— On sait que cette courbe se construit très rapidement, 
point par point, conformément à sa définition, si l'on s'ac- 
corde l'usage du compas à pointes sèches, puisqu'il suffit de 
porter sur un rayon vecteur mobile, à partir d'un point 
qu'on détermine, une ^,, 

longueur constante. 

Mais on peut aussi, 
par le seul usage de 
la règle et de l'équerre , 
construire ces cour- 
bes; le tr.icé (t. 2. 3.4. 
S;fig. HO) donne un 
point I qui est un Fig.no. 

point d'un limaçon, considéré comme étant la podaire du 
point par rapport à un cercle qui serait décrit du point 0", 
milieu de Û'O™, comme centre, avec 0"0' pour rayon. 

Pour le tracé de la tangente (**) au limaçon, menons CJ 
parallèle à MI, et prenons J' isotomique de J sur 01; la tan- 
gente au lieu décrit par I sera partagée en deux parties égales 
par les tangentes 0, 6' aux lieux décrits par les points J et J' 
et cela par application du principe des transversales réci- 
proques. Les points J et J' décrivent des circonférences ; les 
centres sont: le milieu du segment 00" pour l'une; et 0, 
pour l'autre; or, nous savons, avec la règle et l'équerre, 




(*) Noua nous proposonsde publier prochaiaemenl une étude du folium dou- 
ble; noua donnerons alors diverses consbuctions de la tangente à cette courbe. 

(••] Magnua a donné fJoumaJ (IeCreUe,t.lX,1832, p.iasiune construc- 
tion de la tangente à. la cacdiolde; mais, cette construction exige l'em' 
ploi du compas, et elle ne s'apolique qu'à ce limaçon particulier. 
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tracer les tangentoa 9, ft'; nous saurons, par suite, construire 
relie du limaçon au point I. 

125. La Lemnlscate (*). — Prenons sur deux axes rec- 
tangulaires donnés ox, oy, deux points fixes A et B, puis 
effwtuonsia construction (i, 3, 3, 4); le lieu du point I est 
une lemniscate. 




En effet, on a 


p = OB' cos 0), 


p = OA' sin w : 




OA'.OB'=OA.OB. 


En posant 


OA = a, OB = ô 


on obtient ainsi l'é- 


quation 


{x^-\-y^y = abxy. 



qui représente le lieu décrit par I ; la courbe qui correspond 
à cette équation passe doublement par les ombilics du plan ; 
déplus, le point est un centre delà courbe et un nœud droit; 
le lieu considéré est donc une lemniscate (C. M. S., t. II, 
p. 839). 

On voit, en un mot, que nous vcnous de considérer la 
lemniscate comme la podaire du centre de l'hyperbole équi- 
latëre et, de cette génération remarquable, on déduit très 
simplement, comme nous allons le montrer, la normale, et 
par suite, la tangente à la lemniscate. 

D'une façon générale, ou sait (C. M. S., t. II, p. 33) que 
si l'on considère une courbe quelconque U et, par rapport 
à cette courbe, la podaire d'un point 0, la normale au lieu 

(*) On sait que U lemniscate représcalo un cas particulier des ovales 
de Casaini; voici, sur celte courbe célèbre quelques détails bibliogra- 
pliiqucs quo nous emprunloDS à l'uDe de ces notes si intéressantes que 
le savant Terquem a jettes ç!k et lit dans les NouvéUa Annalei. 

• Le nom de celle courbe dérive du mot grec l.i|j.v(m]( qui «it^iflo 
une Landeletle nouée en huit. Fagnano, (vers 1150) a découTcrt les 
principales propriétés de cette ligne qui est d'une si grande utilité dans 
la théorie des fonctions elliptiques. Les démonstrations du géomÈtro 
italien sont géométriques ; la théorie analytique est due i Euler (Mémoires 
de Saint-Pétenbourg, t. V, p. 351). » 
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décrit par le point I passe par le milieu to do MO, M ctaiit le 
point de contact de la tangente considérée MI. 

Cette remarque étant faite, 
reportons-nous à la figure 1 H ; 
A'B' enveloppe une hyperbole 
ayant pour asymptotes Oxet 
Oi; ; le point de contact de A'B' 
avec cette hyperbole, c'est 
le milieu M de A'B', déterminé comme l'indique la figure. 
En achevant le rectangle qui correspond au triangle OIM on 
obtient un certain point G; IG est la normale à la Icmniscate. 

126. Le Trifolium droit. — Cette courbe est caracté- 

lisée par les propriétés suivantes: 

1" EUen'a pas d'autre direction asymptotiqne que les direc- 
lions isotropes; 

2° Elle admet un axe de symétrie i et un point triple 
dont les tangentes sont ; la perpendiculaire i' à l'axe A pour 
l'une des branches et les bissecirices des droites A, A' pour 
les deux autres. 

D'après cela, l'équation du trifolium droit est 
(œ» + '/)' = Aa; (a,-» — if). 

On a pris pour axes les droites A, A' que nous venons de 
défluir et, dans cette équation, A désigne une constante. 

Soit 00' un segment donné, eiïectuons la construction 
(i, 2, 3, 4; fia- ''^)' V 

construction dans laquel- 'V \ _ 

le M' est le symétrique 
de M par rapport à 00', 
et cherchons le lieu du 
point I. 



\ 



00'=d, OI = p, M00' = 

ou a 

a=t/cos<o — adsin^ojco 



(x= 



Le lieu du point I est donc un trifolium droit, courbe 
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définie comme il vieat d'être dît. Pour sa forma et, pour le 
tracé de la tangente en un point pris sur olle, noua reuver- 
rons à notre Traité de Géométrie analytique (p. S12). 

127. Le Folîum simple. — Parmi les quartiques remar- 
quables, nous signalerons encore le Folium simple ; cette 
courbe correspond à la définition suivante : 

i° Les directions isotropes sont les seules directions asymp- 
totiques de la courbe; 
2* Elle possède un point triple et les tangentes en ce point 
Vi sont coïucideutes. 

D'après cette défi- 
nition, en prenant 
convenablement les 
axes, l'équation du 
Folium simple est 
. (a:'-j-i/«)« = A«> (1), 
A étant une con- 
stante. 

Soit 00' un segment donné; effectuons la construction 
(1, 2, 3, 4, fig. U3), nous obtenons un point I, et en prenant 

00' =d, 01 = p, MOO' = u>, 
nous avons 

OU = d ces ùj, MI = rf sin* oi cos m ; 
par suite, 

p = rf cos'w. (2) 

En convertissant cette équation en coordonnées cartésiennes, 
et en supposant K = d, nous obtenons bien l'équation du 
M Folium simple. 

Tracé de la tangente. 
— De l'équation (2) on 
peutdéduire une pro- 
priété remarquable de 
la normale en un point 
pris sur le Folium sim- 
ple. Mais, comme nous 
allons le montrer, cette 
propriété appartient 
aux courbes, plus générales, qui correspondent à l'équation 
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dans laquelle p désigne un nonibre entier et positif. 

Prenons deux points fixes 00' et répétons, comme l'indique 
la figure, p fois la construction visée plus haut. Des points 
Hj, I, noua déduisons des points analogues H„ I,; et, ainsi 
de suite, jusqu'à ce que nous arrivions aux points Hp, Ip. 

Nous avons alors 

OHj = d C03' ùj, 
OHg ^ d cos' 01, . . . OHp ^; t/ cos% w ; 

OIi = d cos' u), 01, = d COB^ u., . . . OIp = d cos''+' <.>, 

Le lieu décrit par le point I,, ust donc une courbe fp repré- 
sentée, en coordonnées polaires, par l'équalion (1). 

Cherchons a détenniner la normale en un point Ip pris sur 
cette courbe /p. 

On sait (C M. S., t. II, p, 573) que l'équation de la nor- 
male est 

1 = 1 cos (<o - ..,) + i sin {a, - ^.) . 

p Pi Pi 

Appliquons celte relation (1); nous obtenons, après calcul, 

d „ 2» -1- 2 , /, cote loA . 

- cos'c m, = ^ \ cos u + ( tg u., V-^ ) sin <û . 

p 2P+ 1 ' \^ ' 2p-i- 1; 

Parmi les solutions remarquables de cette équation, on obser- 
vera la suivante : 

„=o, p = 2£+-loH,. 

^ 2p -j- 2 

D'oîi nous concluons qu'en prenant sur OHpUu point N tel que 
ON _ 2p+ t 

CiH^—2p-}-2' 

N est le pied de la normale. 

En particulier, si nous revenons au folium simple /",, (fuj.i43} 
supposant par conséquent p ^ i, nous voyons que le pied 
de la normale au point I s'obtiendra en prenant 



Parmi les conséquences remarquables de cette construction, 
on peut observer que le rayon de courbure au point esl nul. 

128. Beharque. — Il est naturel, après avoir considéré les. 
courbes qui correspondent à l'équation (1) du paragraphe pré- 
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cédcDt, d'examiner celles qui sont représentées par l'équatiou 

p = rfcos'P(o; (2) 

puis, de supposer, dans les formules (1) et (2), p positif ou 
négatif. De la sorte, le problème qui nons occupe se trouvera 
donc résolu pour toutes les équations 

p=id C08" (u, (3) 

quel que soit l'eutier m, positif ou négatif. 

Pour avoir les courbes (2), il faut projeter les points Hj, 
H„ ... Hp, non plus sur OM, mais sur la droite qui va du 
point M au milieu de 00'. 

Le degré de ces courbes s'élève très vite; le cas le plus 
simple, celui qui correspond à p = i, donne déjà une courbe 
du sixième ordre; cetle courbe a la forme d'un double ovale 
et l'on trouve, soit par la considération de l'équation de la 
tangente en coordonnées polaires, soit par celle de la normale, 
d'élégantes constructions pour le tracé de ces droites. Sans 
nous attarder sur ces détails faciles îi vérifier, nous allons, 
pour donner uu nouvel exemple remarquable de cette mé- 
thode, l'appliquer au cas particulier où dans l'équation (3) 
ou suppose m = — 2. Ou obtient ainsi une quartique très 
simple qui a déjà fait l'objet de 
notes diverses (*) parce qu'elle 
présente cetle particularilé, tou- 
• jours recherchée, d'avoir des 
points d'inflexion qui peuvent se 
déterminer par la règle et le 
compas. Nous allons montrer que 
les tangentes de cette quarlique 
se déterminent bien simplement 
avec la règle et l'équerre. 

Prenons trois points en ligne 
droite 0, 0', 0' et tels que O'O = 



l 


rs-î 


t 


V;^ 








r^x. 


N 


/ \ 

1 


\ 



00" = 



; puis effectuons 1 



Fiff. «5 



structiou (1, 2, 3, 4, 5, fiq. H5); 
i trouvons ainsi un point I dont le lieu est une courbe 



1') Nouvelles Amales, 1843, p. 232 18i5, p. 319; l»i6, p, 214. 
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ÎJ rspréseutée par l'équatiou 

^ COS' (Il 

Propos 0D8-U0U s dii déterminer la taugeutu au p^iiiit I 
(pi, oj), à cette courbe. 

L'équatiou de la taugcute à uoe courbe, eu eoordounccs 
polaires (voyez notre Cours de Hathématiqaes spéciales, t. II ; 

p. 573), étant 

P Pi * \?J 

nous avouB, dans le cas présent, 
2h 
— = (i -|- C03 2Wi} COS ((o — oj,) — 2 sin 2(di siu (tu — u>i). 

p 

En faisant &> ^ 90*, dans cette relation, nous trouvons que 
la tangente en I coupe l'axe des y en un point T, tel que 
OT = — 01 sin «,. 

De cette remarque nous pouvons conclure qu'en prenant 
le point r symétrique de I par rapport au centre et en 
élevant en I' une perpendiculaire à l'I, Cfitto perpendiculaire 
va couper l'axe Oy au même point T que la tangente cherchée. 

Eu prenant l'équation de la normale, on arrive à une 
conclusion qui est aussi très simple et que l'on pourra: soit 
vérifier directement, soit déduire du tracé précédent (*). 

Voici quelle est cette propriété. 

Élevons au point I une pe^ 
pendiculaire au rayon vecteur; 
cette droite rencontre l'axe en 
un point K; si nous prenons 
KN = OK, iN est la uormale 
cherchée (**). 




129. Les quartiques py- 



Fig. H6. 



rîlormes. — Ces quartiques affectent la forme d'un simple 

l*] Nous aurons d'ailleurs occasioa, dans la deuxième parité de cet 
ouvrage, d'utiliser la propriété géométrique assez curieuse que nous 
rencontrons ici, 

(*') Dans l'article qiie nous avons cité plus haut et qui est inaërë dans 

le tome V des Nouvelle» Annaleî [1846), on trouve une construction de la 

tangente a la courbe qui vient de nous occuper, mais cette construction 

(i. DE L. — Gbokétbie dk la KtoLE. 
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foUuni présuutauL uu uxc du syuiéliic al un iioiut du rebrous- 
sement; elles correspondeot ù l'équatiou 
x' — ax' -\- b'y* = o, 
dans laquelle a et i désigaent deux loui^uouis données. Ces 
courbes ont fait l'objet, du moins dans des cas particuliers que 
nous signalerons tout a l'heure, de diverses recherches (***). 
Elles ofTrenl plus d'uue propriété remarquable : i" on peut les 
construire par points et par tangentes, très simplement, avec 
la règle et l'équerre ; 2" toutes ces courbes se déduisent de 
^T l'une d'elles par 

voie projeclive; 

1 3°0D peut déter- 
miner le point 
le plus baut de 

2 la courbe et ses 
points d'infle- 
xion; 4" l'aire do 
la courbe peut 
être calculée, 
elle se déduit en 

'■; celle du cercle 
■"^ générateur eu 
multipliant col- 
le-ci par uu rap- 
port connu, etc.. 
Nous allons 
établir ces diverses propr 

C3t moins simple que celles que nous proposona ici et, de plus, clic 
exige l'emploi d'atcs de cercle. 

Dans une noie qui accompagne cet atlicle, note non s^ée mais qui 
est évidemment due h. Terquem, il eal dit: o Descflrtfcs {Œuvres, t. V, 
p. 336, édition Cousin) a imaginé un inatmmenl forme de deux règles à 
l'aide duquel il construit d'un mouvement continu et simultanément lea 
courbes données par les équations polaires 

''"coa'io' P^cos'fti ^~coa'u)'"* 

("")0. Boaoel, Nouvelle) Aiiiu^eslSii,p. 75. — Brocard, KomelteCor- 
r&pondaitce mathématiqiic, t. VI, I8B«; pp. 91, lîi, 213, et MathesU, t. Ul, 
1883, pp. 23, 116, 191 ; I. V, p. 327. — J. Miatcr, Mathesis, 18BI, pp.TB 
et iis. 
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1' Génération des pyriformes. Imagiuous un cerclo et deux 
diamètres rectangulaires AB, CD, puia effectuons la construc- 
tion (1, 2, 3, fig. 417); nous ohtouous ainsi un poiut I. 
L'équation du lieu géométrique décrit pai ce poiut est facile 
à trouver. Prenons pour axe des x le diamètre AU et pour axe 
des y ]a tangente eu A au cercle et posons 
lAB = ï, 
AH = 6, 
AB = o. 
Nous avous d'abord 

PQ^ = âR' = x(a—x), 
ou 

6' tg'a = x{a — x). 
D'ailleurs 

y = x tg a ; 
le lieu du point I est donc une courbe, aHectant la forme 
qu'indique la figure et correspondant à J'équatiou 

d'y' ^ x'{a — x), (P) 

2" Les pyriformes sont projectives. En effet, si l'on trausformc 
l'équation (P) nu moyen des formules 

by= aY, x = X, (1) 

on a 

fl'Y' = X=(a -\}. (p-) 

Cette équation (P") représente une pyriforme particulière; 
c'est celle qui a été étudiée par M. 0. Bonnet (loc. cit.), eu 
supposant a = r. Mais, lorsque a varie, toutes les courbes 
(P') sont homothétiques et l'on peut, sans restreindre lu 
généralité des propriétés de la courbe étudiée, faire l'hypo- 
thèse a = I . 

Quant aux courbes (P), elles se déduisent toutes, par voie 
projective, d'une courbe (P'), en supposant : i" que 6 varie, 
2" que l'on donne à a la même valeur dans (P) et dans (P). 

Eq effet, on a reconnu, dans les formules (I), celles qui 
servent à transformer l'ellipse en cercle. La méthode clas- 
sique qui sert à l'étude de l'ellipse, considérée comme la 
projection du cercle s'applique donc aux pyriformes et les 
propriétés signalées par M. 0. Bonnet pour la pyriforme 
particulière (P'j, celles qu'on pourrait encore trouver pour 
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ctitle courbe, s'appliquent, avec les modifications ordinaires, 
aus pyrifonues plus générales que nous avoua défiaieB tout 
à l'heure. 

3' Points d'inflexion, etc... Pour n'en citer qu'un exemple, 
M. 0. Bonnet a démontré que les points d'inflexion de (P*) 
avaient pour coordonnées. 



X = «'—^, Y=±|\/6v/3~9. 
Pour une pyriforme quelconque les pointa d'iuflesion ( 



pour coordonnées 



-1/3 



jvVT^ 



-S); 



Mais il l'ail L observer que h clpterminatioQ de ces poiuts 
exige l'emploi du compas. 

Il en est do même du point le plus haut des pyrifonues. 
,Ce poiut a pour coordonnées 

3a }a^3 

" = 7' > = -^ 

pour la courbe (P'); pour une pyriforme quelconque ce point 
est repré-eutc par 

_3o _ 3«Vâ 

4 ' i6è 

4" Quadrature des pyriforme^. La méthode des projections 
permet encore de déter- 
miner l'axe de la courbe, 
par des considérations géo- 
métriques que nous allons 
dOQuer. On évite ainsi le 
calcul, relativement péni- 
ble, de l'intégi'ale définie 




rA 



Fig. /S. 
cas A eat tangente au c 



(, / ^\/œ[ii — x)dx. 

Preoous d'abord la pyri- 
forme de M. 0. Bonnet, 
courbe qu'on obtient en 
supposant b = a, auquel 

le géljcraleur au point B. 
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Si nous appliquons la coustrucliou esponée plus haut, au 

cas particulier visé en ce moment, nous trouvons sur le rayon 

vecteur AM deux points I, I' de la courbe et les propriétés 

élémentaires de la figure donnent 

PT = QI. 

On conclut de celte remarque, reconnue autrement par M. 
0. Bonnet, que ïaire de courbe comidérée est la moitié de 
celle du cercle générateur. 

Pour une pyrifoime qimlcouque l'aire s'obtient en multi- 
pliant celle de (P') par le rapport t-; concluons doue que 
Vaire totale d'une pyrtforme quelcontfue représentée par l'équa- 
tion (P) est égale à -^ • 

S" Tracé de la tangente. On a dû observer que ie tracé, point 
par point, que nous avons donné pour les pyriformes présente 
ces courbas comme des transformées du cercle par la méthode 
de Mac-Laurin. Le tracé de la tangente peut donc être effectué, 
avec la règle et l'équorre, conformément aux principes que 
nous avons déjà ulilisés. La fig. H7 rappelle comment ces 
principes ont été appliqués pour obtenir la tangente IT à la 
pjriforme (*j. 

130. Réflexions générales. ~~ Beaucoup d'autres 
quartiques, et aussi certaines courbes d'un ordre plus élevé, 
sont susceptibles d'être tracées par points et par tangentes 
au moyen de la règle et de l'équerre. La Kyevzcurve et la 
quartique -[-i flont nous avons parlé ailleurs (Journal de 
Mathématiques spéciales 18So, p. 2'ïil et 1886, p. 202) ; la rosace 
à quatre feuilles (voyez notre G^ome/m analytique, p. 59"}; 
la Kohlenspitzencurve de M. Schoute (Archiv von GrUnert, 
i885); les kypocyclo'ides à trois ou quatre rebrouisements etc.. 
et leurs podaires, donneraient lieu à d'intéressantse déve- 

{') Pour la conatniotion, point par point, des pyriformes, aTec la régie 
et requerra, il est bien entendu que le cercle dont il a été question 
ne doit pas être tJBCc. On détermine d'abord le point P par le moyen 
de deux droites re clan gui ai tes issues des «trémilës A etB dudisinèlre 
AB; ptiis le point M, etc. 
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loppements daus l'ordre d'idées qui dirige ce travail; mais 
cette exposition nous entraînerait bien loin. Nous avions eu 
aussi la pensée, à laquelle nous renonçons, pour le même 
motif, et avec plus de regrets, de terminer la première partie 
de eetouvragepar l'exposition de certaines méthodes de trans- 
formation permettant de multiplier, à l'infini, les tracés de la 
règle et de l'équerre dans la construction des courbes, par 
points et par tangenti'S. Nous donnerons un seul exemple 
des applications auxquelles nous vonone de faire allusion, 
en prenant l'idée de la transformation réciproque, dans la 
géométrie cartésienne, 

131. Théorème. — Si, au moyen de la règle et de l'équetre. 
on sait construire, par points et par tangentes, la courbe U, 
d'ordre p, qui correspond à l'équation 

on peut aussi, dans ces mêmes conditions, construire la courbe 
U, d'ordre 2p, qui correspond à l'équation 



■£•7)^ 



Sur les axes Ox, Oy on donne quatre pointa A, A.'; B, R', 
tels que 

OA = A'O 1= a, OB = B'O = 6; 

et soient 

m{x, y), M(X, Y) 

deux pointa correapondanls, dans la transformation rccipro(/ue 
cartésienne; nous avons alors 

icX = a', yY ^ 6'; 

telles sont les formules de la transformation en question. 

Les points p et P, sont conjugués harmoniques par rap- 
port au segment AA'; de môme, q et Q sont conjugués har- 
moniques, par rapport aux points B et B'. 

D'après cela, au point m correspond un point 'Kl et les 
constructions qui conduisent de m à M n'exigent que l'em- 
ploi de la règle et de l'équerre. 

La détermination de la tangente est plus délicate. 

Il s'agit de montrer comment, connaissant la tangente en 
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mh u, OU peut, avec la règle et l'équerre, construire la tau- 
geDte en M à la courbe U, transformée de w. 
Les formules (L) donnent 

xdX -f X rfa; = 0, ydY ~\- Ydy ~ o, 

d'OQ 

' •' ■ ^ (1) 






i;g 


lia. 


Soient ml la tangente donnée 


MT la tangente inconnue; on 


a donc 


-"S- 


La relation (1) dévie 


nt 

g;;- 


~01>' 



Ainsi la ponctuelle (0, (, p) oRt liomothétique à la ponc- 
tuelle (0, T, P) et cette remarque permet de déterminer lu 
point T, connaissant les quatre points (0, /, p, l') de plu- 
sieurs façons, toutes, très simples. 

Mais la difficulté inhérente au sujet que nous traitons et 
H laquelle noua avons fait allusion tout ii l'heure, tient à 
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ce que nous ne nous accordons que l'usage dtf ]a règle et 
de ï'équerre et, cette condition étant imposée, nous avons 
à montrer comment nous déterminons le point inconnu T. 
Prolongeons pm jusqu'à sa rencontre en H avec MQ et 
joignons H au point (' symétrique de ( par rapport à p; t"H 
rencontre oy en 9 et nous avons 

D'autre part, la droite MT rencontre oy en un point ')' ot 
nous pouvons observer que 

TP _ MP ou OQ ,„^ 

ÔP- Ô^Q ^'^^ 

Comparant (2) et (3) nous en déduisons 

eQ = Qe'. 

Les deux points 9, 9' sont donc symétriques l'un de l'autre 
par rapport à Q. 

De cette remarque résulte une construction de la tangente 
MT, par des tracés qui n'exigent, comme l'on voit, que 
l'emploi de la règle et de ï'équerre. 
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LES PREMIÈRES APrMRATIONS ; |.A FAISSK t^QI'RnnE KT LE COHDEAU 

li n'outre uuUemniU ilaus uoln^ plan de l'ejjroduire ici la 
description des instruments d'arpentaf^e, non plus que leurs 
applications classiques. Nous insisterons scuIemeTit dans ce 
premier chapitre sur deux instruments moins connus, et qui 
sont pourtant, croyons-nous, d'une utilité pratique incontes- 
table; nous voulons parler de la fausse é</uerre el du cordeau. 

1, La fausse équerre et le cordeau. — En principe, 

la fausse équerre est composée d'un piquet vertical sur 
lequel on peut fixer deux tiges horizontales, munies d'ali- 
dades, faisant entre elles un angle quelconque {*}. 

Le hnt de cet iuslrumont est de reproduire, on différents 
points, un angle déjà observé. 

Quant au cordeau, c'est l'iustrumout d'arpentage le plus 
simple qu'on puisse imaginer; un ruban d'acier divisé en 
parties égales, comme celui dont se servent les géomètres 
arpenteurs, ou même une simple ficelle terminée par deux 
petits piquets en bois, voilà tout l'inslrument. Nous empioio- 

[*] On trouve, dans uoe ancienne géométrie, celte description de la. 
fausse équerre. • Il sufQt de pratiquer sur la tSte d'un gros piquet, deux 
entaillea droites qui so coupeat d'uDO manière quelconque, ou de fixer 
en croix, sur le bout d'un bâton, deux morceaux ds bois qui ftssent 
UD angle quelconque et qui portent trois épingles plantées rerpendicu- 
lairement, une au point de croisement, ies deux autres vers les cstré- 
milés des cdlés d'un des quatre angles formés, i {Gioméliie applù/xtée à 
iitidustrie, par Bergery, ancien élève de l'Ecole Polytechnique, profes- 
seur à l'École d'artillerie de Metz, ... Bachelier, 1815; p. 70). 

Cette descripiioa de la fausse équerre la montre bien, croyons-nous, 
sous son jour véritable. Telle est, en effet, l'extreme simplicité do cet 
instrument qu'on peut, k un moment donné, réaliser celui-ci sur le 
lie», même de l'opéralion. On observera notamment la différence essen- 
lielleqni distingue la fausse équerre des ditïerenls grapboraètres. Ceui- 
ci ont pour but de mesurer des angles; la fausse équerre se propose 
simplement de relever un angle donné pour le reproduire en un autre 
point du terrain, sans que la valeur de cet angle ait besoin d'SIre connue. 
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roua pourtant, dans quelques solutious, ua cordeau un peu 
plus compliqué, portaut certaiues divisions ou, pour mieux 
dire, certains points de repère et que nous nommerons le 
cordeau divisé; il peut, d'ailleurs, être obtenu sans difficulté 
avec une corde quelconque, comme nous l'expliquerons plus 
loin. 

2. Réflexions générales. — L'utilité dos développe- 
ments dans lesquels nous allons entrer, et qui n'est peut-êlre 
pas suflisammont apparente, est surtout motivée par la sim- 
plicité extrômc des instrumente qui sont eu jeii dans les 
solutions que nous allons exposer. 

A ce propos, il est lion de noter iri, au moment où nous 
■péuélrons dans l'exposition des applications pratiques de la 
géométrie de la règle el de l'équerre, qu'il n'est pas indifTé- 
rcnt de savoir résoudre un problème d'arpentage par des pro- 
cédés 1res divers. En effet, quand il s'agit d'obtenir sur le 
terrain certains résultats, les conditions matérielles qui sont 
imposées à une solution connue, bien que celle-ci soit irré- 
prochable au point de vue théorique, peuvent la rendre 
absolument illusoire et vaine. 

Cette observation, Servois, dans le livre que nous avons 
cité, l'a produite, à plusieurs reprises, y insistant avec raison; 
nous l'avons eue, nous-mêmes, l'eslimant fort judicieuse, 
constamment présente à l'esprit dans la rédaction de la seconde 
partie de cet ouvrage. C'est précisément, pour répondre aux 
besoins si divers de la géométrie pratique, que noua nous 
sommes efforcé de multiplier et de varier autant que possi- 
ble, sans toutefois sortir de la simplicité qui s'impose tout 
naturellement à cette géométrie, les solutions des problèmes 
fondamentaux de l'arpentage. Dans la géométrie théorique, 
on s'attache, et avec raison, à trouver la solution la plus 
élégante; il n'en est pas toujours ainsi dans la géométrie 
pratique et telle solution, bien qu'elle exige plus de tracés 
et plus de calculs, peut pourtant, dans certains cas, être 
celle qu'on doit préférer, du moins dans les conditions maté- 
rielles où le problème se présente. 

Cette remarque générale étant faite ici, pour n'y plus reve- 
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nir, Q0U8 abordons l'exposition des solutions de quelques 
problèmes d'arpentage, solutions obtenues par l'emploi do 
la fausse équerre et du cordeau. 

3. — Problème I (*). Prolonger une droite au delà d'un 
obstacle. 

Co problème est l'un de ceux auxquels s'appliquent le 
mieux la fausse équerre et le cordeau. 

La fig. 120 montre suffisamment, sans qu'il soit besoin 
d'entrer dans des explications qui se présentent d'ellea- 
mêmes à l'esprit, comment la repétition de l'angle 6 permet 
de résoudre cette question ^ 

classique. On suppose bien 
entendu que, avec l'aide du , , / 

cordeau, la longueur AB ailété "i,ç' y ^ y^' ^ 

reportée de C en D. /^ / . = 

Mata il est bon d'observer, à \s^~'— 'c 

propos de ce problème, que la ^'^- '***■ 

fausse équerre permet de le résoudre dans des conditions 
qui ne se prêteraient pas à l'u- 
sage de l'équerre ordinaire. On 
voit d'abord {^. i2t} commeut 
on peut trouver le prolongement 
i' de 4 en faisant marquer à la Fig. iu. 

fausse équerre un angle obtus; et même < 
dans la pratique un peu plus simple 
parce qu'il exige seulement que des =^- 
jalons soient plantés aux points A, ^-'^^^y'-,. .i 
B, C, D. Dans le cas de la fig. *22 on "^^^J, 
a précisément appliqué cette seconde 
manière; on voit qu'en supposant, et à 

cette disposition se présente fréquem- '"■ 

ment sur le terrain, l'obstacle considéré environné lui-même 

(•) Dans ce problème, auquel nous reviendrona d.ns le chapitre III, 
et dans plusieure de ceux qui sont traités dans ce ÇbaP'tre. '' ^f f!""'; 
entendu que les salutiona nécessitent seulement 1 emploi de la fausse 
iSmierre et du cordeau. S'il ne doit être fait usage que de lue ou Ue 
Vautre do ces inatrumenls, l'énoncé tait alors mention de celte patliculanté. 
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d'autres obstacles rendant les mouvemeuts de l'équorre ordi- 
uaire ioeiRcaces, la fausse équerre résout le problème posé 
avec la môme facilité que dans le cas, plus simple, que nous 
avons examiné d'abord. 

Nous reviendrons d'ailleurs sur ce problème dans un cha- 
pitre suivant, pour le résoudre par des procédés très variés. 

4. — Remar«ie I. Si l'on veut évaluer ta longueur de la 
droite AA' qui est renfermée dans l'obstacle considéré, on 
observera (fig. iSO) que l'on a 

A'D' --. Bt: - AV - DD'; 
il suffira donc do mesurer avec le ruban divisé les lon- 
gueurs BG, AA' et I)D'; on appliquera ensuite la formule 
précédente. 

Dans le ca^ oii l'on opère comjue l'indique la ^g. Oi, la 
longueur AD se calcule par la formule 

.U,.BC.-. 

RenARQUE II. Dans le cas que nous avons soulevé tout 
à l'heure, et dans lequel noua avous supposé que l'obstacle 
considéré se trouvait dans le voisinage d'autres obstacles, 
onpeut imaginer que ceux-ci soient tellement multipliés que 
les solutions données soient, l'une et l'autre, impraticables-, 
les jalonnements nécessaires ne pouvant être réalisés. 
Voici une solution qui pourrait alors être essayée. 
Par le point A, traçons deux jalonnements AB, AC, faisant 
avec AA', des angles 6, 9' que l'on peut successivement relever 
avec la fausse équerre. En 
un point C, arbitrairement 
choisi sur AU, portons la 
fausse équerre dont les 
branches font l'angle 9 et, 
dans la partie accessible, 
Fig. tis. jalonnons les droites CD, 

CB telles queBCD ^ fl. Transportons-nous ensuite au point B 
et, en partant de ce point, jalonnons la droite BD faisant avec 
BC l'angle 0'. Le point D ainsi obtenu appartient au prolonge- 
ment de AA', 
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Si l'uu ubsLTvc que, daus colt<3 solulioa, lu position du 
iwint A, les angles et 9', la longueur AC et la direction de 
CB août autant de quantités arbitraires, on reconnaîtra qu'elle 
offre, malgré sa complication relative, pour certains cas 
difficiles, comme ceux que nous avons prévus tout à' l'heure, 
de réelles ressources. 

Quant à la longueur do AD, elle se calcule en appliquant 
au quadrilatère ABCD le théorème de Ptolémoc, et l'on a 
.^ AB.CD + AC.BD 
^= BC 

5, — Problème II, Élevei' une perpendiculaire en un point 
pris sur une droite i. 

Avec le cordeau, prenons, à partir du point 0, deux points 
A et B équidistants de et, en ces points, Rsons deux jalons. 
Ayant donné aux branches ^ ^^ 

delà fausse équerre une ' ■• . !,. ' 

inclinaison quelconque 8, -\''. 

transportons l'instrument au _,- " ; ■ t_, 

point A et dirigeons l'une ^^ — T^ fn Vi-^ ' 

des branches de façon à "■■ | .. ■" 

viser le jalon B; l'autre ■].-"■ 

branche peut occuper, par _,,-'" j 

rapport à AB, et anceessi- '•' 

vement, deux positions sy- '"" 

métriques AC, AD que l'on fait jalonner. Ayant répété au 
point B la même opération, on détermine ainsi, facilement, 
deux points C et D, Finalement, en jalonnant CD, on obtient 
une droite qui passe par le point et qui tombe perpendicu- 
lairement sur AB. 

Reuahque. — La conatruetiou précédente résoutaussi, évi- 
demment, et par l'emploi de la fausse équerre seule, le pro- 
blème qui a pour but d'élever une perpendicul'iire au milieu 
d'une droite donnée AB. 

6. — Phoblème 111. Avec la fausse équerre, d'un poitu C, 
abaisser une perpmdieulaire sur wn;' droite i. 
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La solution de ce problème s'inspire tout ua tu relie ment 
de la précédente. 

Ayant choisi sur A un point arbitraire A, on prend avec lu 
fausse équerre (en visant du point A : 1" le point C, 2° uu 
jalon quelconque placé sur à), l'angle 6 des droites AG et 
AB (*). On rcpèie alors les constructions que nous avons 
indiquées au paragraphe précédent, avec cette seule modi - 
fication, que le point B se détermine sans faire usage du 
cordeau, en cherchant, par tâtonnement, le point de A du- 
quel on voit les points connus A et C sous l'angle 6. 

On peut d'ailleurs ramener le problème au précédent en 
menant d'abord, comme nous allons l'expliquer, par le point 
C, une parallèle à A; ou, inversement, on peut traiter le pro- 
blème I, au mo;en du problème II. Cette dernière remarque 
n'est pas absolument sans intérêt parce qu'elle prouve qu'on 
peut résoudre le problème I sans avoir recours au cordeau 
et par le seul usage de la fausse équene. 

7. — Problème IV. Avec la fausse é/juei-re, mener, par un 
point G, utie parallèle à une droite donnée A. 

Plaçons-nous en un point A de A. point pour lequel l'angle 

CAB a une valeur 6, enregistrée par la fausse équerre. Eu 

^, plaçant cet instrument au point C et 

fly.-'' en dirigeant uûc des branches dans 

,-■■'' la direction CA, l'autre branche donne 

i _.--\ B la direction qu'il faut faire jalonner 

■*■ B pour obtenir la parallèle demandée A'. 

Fig. m. Vqw résoudre le problème I, sans 

avoirrecours au cordeau, voici la marche qu'il faudrait suivre. 

(*) Les bras de la fausse équerre sonl ordinairement fixés, sur le pivot 
Ter IJ cal qui les supporte, au mojea d'une vis de pressiun; c-equi per- 
met de faire tourner ceux-ci arbitrairement, autour de leur point d'attachf. 

La fausse équerre, Aduite à sa plus simple expressiou, esi constituée 
par deux tiges horizontales fixées à demeure sur le pivot; et alors l'angle 
donné par l'ioslrument est invariabU. Ou voit comment, dans ce cas, 
on doit modifier la présente solution. 

Le point A ne peut plus être arbitrairement choisi et l'on doit, par un 
eerlainlâtounemeat, qui aboulit d'ailleurs rapidement, chercher lepointA 
Iiour lequel l'angle cor esjondanl à celui que nous avons désigné par 8, 
Ctl justement cgal à celui de l'instrument avec lequel on opère. 
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Soit C le point psir lequel on propose d'élever une perpen- 
diculaire à la droite A'; ou trace d'abord, comme nous 
venons de l'expliquer, une droite i parallèle k i' et, du point 
G, ou abaisse une perpendiculaire sur A. Le problème II se 
trouve ainsi résolu au moyen des problèmes III et IV les- 
quels, comme on l'a remarqué, n'exigent que l'emploi de 
la fausse équerre (*). 

8. — Problème V. Étant donnée une inclinaison 9 des branches 
de la fausse équerre, leur donner une inclinaison 26, - 1 90' ± 0. 

i" Prenons d'abord le cas ofi l'on veut faire l'angle 26. 

D'un point A., arbitrairemeut choisi, on vise successivement 
deux points dans la direction des tiges qui font entre elles 
l'angle propose 6 et, dans ces direc- 
tions, on fait fixer deux jalons B et 
U. Sans quitter le point Â, et l'une 
des tiges étant dirigée encore vers 
le jalon B, mais l'instrument ayant 
été retourné, ou vise de nouveau 
le long de la deuxième tige et, 
dans cette direction nouvelle, on 
fixe un jalon D, Laissant alors cette 
tige immobile, on fait tourner la 
première de façon qu'elle soit dirigée vers le point C; dans 
cette disposition, les deux tiges font bien l'angle aO. 

2» (Jberchous maintenant à 
faire marquer à la fausse 
équerre un angle égal à la 
moitié de celui qu'elle donne. 

Soit BAD l'angle 8 observé 
par la fausse équerre. Ayant pig_ ,g7. 

llxé un jalon au point B; avec un cordeau, on prend la lon- 
gueur AB et on la porte, dans le prolongement de DÂ, de 
A en C. Si l'on transporte alors la fausse équerre au point 
U et si l'on vise, avec ses deux branches, les jalons D et B, 

e précédenle, lignes 16 et 27; au lieu de pro- 

s L. — GtoHiiBiE DE LA BâsLE. lu 
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celles-ci feront entre elles l'auglc - ■ Ainsi, l'oD peut, à volon- 
té, doubler l'angle des branches de la 
\^ g fausse équorre, ou le réduire à sa moitié, 

i . ^^"■""'^ 2" Enfin, si l'on veut former l'angle 

a A;,^-^""^ 1) complémentaire 90° — 6, il suffira de 

I' jalonner la droite HH' perpendiculaire 

iH' à A, au point A; l'angle HAB est égal 

ftg. 4S8. ^ ggo _ 9^ Oq observera que si l'on 

vcutoblcnir l'angle 90' + 6, celui-ci est égal à l'angle BAH'. 

9. — Beharque. Dans les problêmes II, III que nous avons 
résolus tout & l'heure, nous avons supposé que l'on pouvait 
jalonner le terrain, de part et d'autre de la droite donnée A; 
nous avons admis encore que celle-ci pouvait être prolongée 
de part et d'autre du point considéré 0, Dans la pratique, ces 
conditions ne sont pas toujours accordées; soit que AB repré- 
sente le bord d'un fleuve, soit, dans d'autre c3s, qu'un obs- 
tacle vienne se placer au point et no permette pas les 
opérations que nous avons décrites. 

On peut résoudre ces cas particuliers par des procédés 
divers et faciles à imaginer; mais nous indiquerons tout à 
l'heure, pour ces singularités, des solutions tout à fait simples, 
en utilisant l'instrument auquel nous avons fait allusion 
plus haut et que nous avons uommé, pour le distinguer du 
cordeau ordinaire, le cordeau divisé. 

10. Le cordeau divisé. — Imaginons qu'une ficelle, d'une 
longueur arbitrairement choisie, ait été repliée douze fois sur 
elle-même; marquons par des nœuds les points de division et 
plaçons des signes de reconnaissance h la troisième et à la 
septième division. Nous aurons ainsi cousti tué lecordeau divisé. 

II nous reste à montrer quelques-unes de ses applicstious. 
Si nous considérons l'équation indéterminée 
a,' + j/' = s', 
nous pourrons observer qu'elle admet une infinité de solu- 
tions entières; en particulier, elle est vérifiée par 
œ- 3, y = 4. s ^5. 
Ces nombres correspondent à la solution la plus simple, eu 
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nombres entiers ; ils représentent les trois côtés d'un triangle 
rectangle. C'est pour ce motif que le cordeau AA' a été divisé, 
commenouslavons dit, en trois parties AB=3, BG=4,CA'=5. 
Le point B, qui sépare les intervalles AB et BC, ge désigne 
parla notation (3.4); de même, G s'appelle le point (4.5). 
Quand nous réunirons les extrémités A, A' du cordeau, nous 
obtiendrons un Iroisième point; ce sera le point (3.5). 

11. — Problèhe VI. Avec le cordeau seul, élever une perpen- 
diculaire en un point rf «ne droite donnée A. 

Au point 0, je place le point (3 . 4J du cordeau, et, à l'aide d'un 
piquet, je fixe également le point (4.5) sur A, en P. Ayant 
pris le point (3.5) par la réunion des 
extrémités du cordeau dans la mémo 
main, ou s'avance jusqu'à ce que le 
cordeausoitbieu tendu. A ce moment, '■ 
le point (3.5) est placé quelque part *'ff- *W- 

sur le terraiu,en Q. Alors, OQ est la perpendiculaire demandée. 

Beuarque I. — On observera que la construction précé- 
dente exige seulement que l'on puisse parcourir uue partie 
de la droite donnée i; cette solution s'applique donc d'une 
fagon particuliërement simple au problème dans lequel on se 
propose d'élever une perpendiculaire à l'extyémilé d'une droite 
qu'on ne peut prolonger. 

Remarque II. — On voit aussi comment, avec le cordeau, on 
peut abaisser, d'un point donné 0. «ne perpendiculaire sur la 
droite A. 

Ayant fixé on Q le point (J.5) on chemine sur A jusqu'à ce 
qu'on ait trouvé sur cette droite un point P tel que PQ, repré- 
sente, dans le cordeau rigoureusement tendu, le segment de 
longueur 5. Prenant alors le piquet qui est fixé au point (3.4) 
on chemine de nouveau -sur A, jusqu'à ce que l'on obtienne 
un cordeau bien tendu. Si est le point auquel on s'arrête, 
QO est la perpendiculaire cherchée. 

Problème (*). — Avec le cordeau mener, par un point donné M, 
Mlle parallèle à une droite A. 

CI Ce problème, et plusieurs de ceux qui suivent oot été examinés 
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Jalonnons une droite, partant de M, et coupant A en P; 
puis, aveclecorduau. ayant pris une longueur de corde égale 
à MP, plantons sur le prolonge- 
ment de MP un jalon M', de telle 

à ' p." "'-.y sorte que PM' = MP. 

/ \, Gela faif, par M' traçons un 

il M- * nouveau jalonnement M'QM" et, 

fiff. t30. comme tout à l'heure, fixons eo 

M' un jalon, de Isllo sorte que QM" = M'Q. Il ne reste plus 
qu'à jalonner MM", pour avoir la parallèle demandée. 

12. — Problëhb VII. Avec le cordeau, tracer la bissectrice 
d^un angle donné. 

Soient A, A' les droites données; sur A je fixo, arbitraire- 
ment, un jalon eu A et je prends une longueur do corde 
, égale à OÂ. En portant cette même 

longueur, à partir de 0, jusqu'en 
, A', on pourra tendre une corde de 
A en A' ; et en repliant cette der- 
nière longueur de façon que l'ex- 
trémité A' vienne on A, la nouvelle 
Fig. 131. extrémité M fera connaître le 

milieu de AA'. II ne reste plus qu'à jalonner OM. 

Remarque. — Si A et &' représentent les trcces sur le plan 
horizontal do deux murs verticaux, on voit que la méthode 
précédente donne très rapidement, et dans des conditions 
tout à fait pratiques, la trace OM du plan bissecteur. 

13. Examen du cas où le sommet de l'angle con- 
sidéré est inaccessible. — On sait comment on résout 
ordinairement ce problème en coupant les droites données 
par une transversale quelconque et en s'appujaut sur ce 
fait que le centre du cercle inscrit au triangle ainsi formé, 

danj uno note intitulée Siii' les coristruclions dans le plan et dam l'espace, 
avec lu droite seule, par M. dcTillj, membre de l'Âcadémic royale de 
Belgique (MoiAétw, 1SU6 ; p. 13t.) 
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étant joiDt au centre d'un des cercles ex-inscrits, donne une 
droite passant par le sommet correspondant du triangle. 

Mais cette construction, très simple en théorie, présente, 
au point do vue pratique, quelques longueurs qu'on peut 
éviter, comme nous allons le montrer. 

, Nous rappelons que si, sur deux droites i. A', on considère 
deux ponctuelles 

A,B,C,...; A',B,C'..., 
telles que l'on ait 

AB = A'B', BC=B'C'..., 
les milieux dos droites AA', BB', CC. , . qui joignent les 
points homologues des deux ponctuelles sont des points situés 
sur une droite {*) parallèle à la bissectrice des droites i, A' 

(•) C'est cette droite que Chasles, dans un de ses miSmoirea [Complts 
rendus, 3 décembre 1860) appelait la droite milieu. La propridlô on quesi 
UoQ, qiii constitue udo proposition d'ailleurs bien connue et trËs évi- 
dente, faitrobjet du Ihéorème III, dans Icmémojrccilé, lequel a pour titre: 
Pr(^>riâtés relativet au déplacernent fini qwlconque dans l'etjiace d'une figure 
de forme invariaMe. 

Ce tbéorËme que nous allons utiliser ici 
n'est qu'un corollaire d'une proposition plus 
générale, relative à la parabole, enveloppe 
des droites qui joignent les points correspon- 
dants B, B' de deux ponctuelles, telles que 

AB = K.A.B', BC = K.B'C'... 

K désignant une constante. 

Mais, pour les personnes auxquelles ces 
considérai ions ne seraient pas Tamiliëres, 
voici comment on peut, en deux mots, démon- , 
Irer lo théorÈmo présent, ' "" 

Soient m et n les milieux desdroiles AA', Hg. fSt. 

BB' ; meuOQS mp et nq parallèles k AB, puis nir parallôle h A'B . 

Nous avons 







OA 



OB 



«9 = - 



I>e mSmc, nous poovons écrire 



Ainsi lo triangle mm est isoc&le ; ce qui prouve bien que n 
parallèle à la bissectrice do l'angle des droites AB, A'B*. 
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ou, pour être plus précis, h la bissectrice dea semi-droites dont 
les directions sont celles dea segments AB et A'B'. 
Soieut A et B deux points quelconques de 4; à partir d'un 
point A', arbitrairement 
choisi sur 4', prenons, avec 
le cordeau, A'B' = AB ; 
d'après le théorème que 
nous venons de rappeler, la 
droite S qui joint les mi- 
lieux ST, N des droites 
AA', BB' est parallèle à la 
bissectrice cherchée. En 
abaissant de A une per- 
pendiculaire sur S et en 
jalonnant, par le point H, 
milieu de AG, une parai) 
S' qui est la bissectrice 




Fig. 433. 
on obtient une droite 



14. Ajuster un jalon entre deux jalons donnés. 

— Parmi les problèmes qui rentrent dans les premières 
applications de l'arpentage, il en est un que nous voulons 
traiter en terminant ce chapitre ; c'est celui qui a pour 
objet de placer un jalon C, en ligne droite avec deux autres 
jalons A, B, sur wn segment donné AB. 

Dans la pratique, on opère par tàtonne- 
menls et de la manière suivante. Ou fl^e, 
dans le voisinage de la droite AB, un jalon C; 
puis on dispose deux jalons C et C", l'un 
sur C'A, l'autre sur C'B; opération possible 
i moyen de deux visées successives. Si les 
jalons C, C, C" sont sur une même ligne 
de visée, c'est que le point C a été bien dé- 
terminé, tout d'ahord. Sinon, on constate 
que le poiut C doit être rapproché de AB, 
vers la droite, ou vers la gauche, de l'obser- 
vateur. De là, quelques tâtonnements, mais 
ils aboutissent rapidement. 
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La difficulté du problème qui nous occupe tient à ce que 
l'on suppose les extrémités Â et B inaccessibles; s'il n'en est 
pas ainsi, si l'on peut notamment opérer sur le terrain oîi 
pénètre le prolongement de AB, toute difficulté disparaît. En 
effet, on peut toujours par une ligne de visée, fixer le jalon K 
sur le prolongement de AB ; puis, ce jalon étant fixé, l'obser- 
vateur revenant se placer entre A et B pourra, par une nou- 
velle visée, ajuster unjalonK',en ligne droite avec les jalons 
B et K. Mais, si nous supposons que AB ne puisse être pro- 
longée, ni dans un sens, ni dans l'autre, alors (au point de vue 
théorique, tout au moins) la petite difficulté signalée existe, 
et voici comment on peut la tourner (•). 

Une première solution se présenleimmédiatementàresprit! 
elle consiste à jalonner par les extrémités A et B de la 
droite donnée, et, bien entendu, dans la partie accessible, 
des alignements deux Ëi deux parallèles. On obtient ainsi 
un parallélogramme ABmn dont la seconde diagonale mn 
passe par le milieu de AB. En répétant 
une seconde fois cette construction, on 
obtiendra donc deux droites mn, m'n' pas- 
sant, l'une et l'autre, par le milieu de *^^ 
AB. Le poiot de croisement C des deux 
diagonales ainsi tracées se trouve net- 
tement déterminé; en ce point G, on 
pourra donc placer un jalon qui sera " pig. tss. 

situé sur la droite AB, au milieu de ce segment. 

Voici une seconde solution. Elle exige, il est vrai, plus 



(•) ■ Les personnes qui no sont pas habituées k opérer sur lo terraiu 
dit Betf^i? (loc. àt. p. 105) trouTeront peut-être quelque difficullâ h 
planter un jalon dans un alignement dont les extrémités sont inacces- 
sibles, t Bergerj décrit alors un procédé par tâtonnements qui permet 
de résoudre pratiquement cette opération pour laquelle il n'indique pas 
d'ailleurs de solution théorique. La vérité est que les personnes qui se 
livrent aux opérations d'arpentage, étant habituées & ces difficultés, loa 
résolvent instantanément par l'habileté personnelle qu'elles ont acquise; 
uns avoir recours k la méthode pratique de Boc^erj, ou k toute autre. 
Encore bien moins ferout-ellas usage des solutions rigoureuses que nous 
indiquons ici, lesquelles ne trouveraient une application réelle que 
dans le cas où l'on voudrait obtenir plus d'exactitude, ou dans celui où 
l'on doit considérer des distances relativement grandes. 
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d'alignemeuts, mais elle ne nécessite pas lo tracé de parallè- 
les, opération toujours délicate; déplus, au lieu d'indiquer 
la position du troisième jalon, justement au milieu de AB, 
particularité qui peut offrir quelques inconyénients, elle per- 
met de placer ce jalon en un point quelconque du segment 
AB. Elle prend pour base le théorème de Pappus {Première 
p(^tie, § 19). 

Supposons que l'on veuille fixer un jalon sur le segment 
AB, On choisira arbitrairement deux points m et n qui cons- 
tituent, avec A et B, le quadrilatère 
auquel on se propose d'appliquer le 
théorème que nous venons de rappeler. 
Ayant alors tracé les alignements qu'in- 
dique la figure, on obtient deux points 
0, 0'; et la droite AA' coupe mn en un 
point G qui est rigoureusement en ligne 
droite avec les points A et B. 
Mais voici, au sujet de ce problème, 
" un cas particulier présentant plus d'in- 

*^' ' térêt, parce qu'il se rencontre dans la 

pratique do l'arpentage et qu'il ne peut être résolu par la 
méthode des tâtonnements. Il peut arriver que certains acci- 
dents de terrain : arbres, maisons, talus, etc., cachentè l'opé- 
rateur, dans la partie du terrain oh il doit fixer le troisième 
jalon, les points A et B, extrémités de l'alignement considéré. 
Nous allons examiner ce cas particulier, 

16. — Ajuster un Jalon entre deux Jalons donnés 
inaccessibles et invisibles pour certaines parties 
du terrEdn. — Soient A et B les deux points qui sont 
visibles dans les parties du terrain voisines de P et de Q, mais 
non dans celle qui environne lo point 0, point inconnu et oîi 
doit être planté un jalon en ligne droite avec A otB. 

Traçons RS parallèlement à PQ. Nous avons 
0M_ IR OP 
ON ~ IS ~ OQ ' 

Le problème se trouve ainsi ramené au suivant: 
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ÉUnt donnée (fig. 4S7) une ponctuelle (P, Q; M,N), déter- 
miner sur cette ponctuelle, un point qui partage les seg- 
oaents PQ et MN, dans le même rap- 
port. 

Pour résoudre cette dernière ques- 
tion, menons parles points M, N deux 
alignements parallèles et. avec le cor- 
deau, prenons MF' = MP et NQ' = KQ ; 
le point 0, déterminé comme l'in- 
dique la flgure 138 est le point cher- 
ché. 

Au problème qui vient de nous oc- 
cuper, correspondent, sans sortir des 
limites de la Géométrie de la Règle, 
de nombreuses solutions ; celle que nous venons d'exposer 
et à laquelle nous nous tiendrons, est 
la plus simple, parmi celles que nous 
avons imaginées. On observera peut- 
être qu'elle est encore assez compli- 
quée; mais il faut reconnaître que la 
question qui vient de nous occuper ^'ig- '**- 

offre une certaine difficulté relative, et elle ne semble pas 
comporter, si nous ne nous trompons, do solution sensible- 
ment plus Simple, que celle que nous venons d'exposer, 

CHAPITRE II 

L^ L&HGBUR DE LA RIVIÈRE 

16. — Nous avons exposé dans le chapitre précédent 
quelques applications de la fausse équerre et du cordeau; 
mais celles-ci sont beaucoup plus nombreuses qu'on no 
serait peut-être tenté de le croire, au premier abord, et nous 
aurons occasion, dans la suite, de prouver ce fait par plus 
d'un exemple. Nous devons pourtant quitter ici le dévelop- 
pement de ces applications pour nous attacher à l'exposition 
méthodique des solutions de quelques problèmes, plus parti- 
culièrement intéressants, do cette géométrie que nous nous 
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proposons de développer dans la seconde partie de cet ou- 
vrage. Tels sont : le prolongement d'une droite au del& d'un 
obstacle, la distance d'un point donné à un point inacces- 
sible, ou, encore, celle de deux points inaccessibles, etc. Pour 
le moment, nous voulons nous occuper du problème qui a 
pour objet la détermination de la largeur d'une rivit;re. 

17. La largeur de la rivière (Première solution). — 
Soient A, A' deux droites parallèles représentant les bords 
du lleuvu dont on veut mesurer la largeur. D'un point A, 
pris flur la rive A oîi Ton se trouve placé, on vise avec la 
fausse équerre : l" un point B que l'on aperçoit sur l'autre 
rive A'; 2° un jalon planté, quelque part, sur i; l'iustrument 
relève ainsi l'angle BÀD = S. A.yant ensuite jalonné la droite 
AC que nous supposons élevée perpendiculairement à AB', 
au point A, on cbemine sur AC jusqu'à ce que l'on ait 
trouvé un point I duquel les points A et B soient vus sous 
l'angle 9; soit AlB — 4. On jalonne IB jusqu'à A, ce qui 
donne un ci^rtain point H; BK repré- 

tj* * ' Mj^a^*.^ ^- 4 sente alors la largeur de la rivière. 

^^iS^^£t r^2 ~if Pour mesurer BH, on observe que 



^"^"^^^"^"^ Ai* = IH.IB = IH(IH + HB. 

/ f\^ d'oîi l'on tire 

«/ * ™ (AI + 1H)(AI - IH) 
Fiç. m. HB — 

Ou peut aussi, le calcul est même un peu plus simple, 
relever les longueurs AH, IH et calculer BH par la formule 

™- Th- 

Ces solutions sont très simples, mais elles s'appliquent 
surtout, et avec commodité, au cas où la largeur qu'il s'agit 
d'évaluer cet assez grande; ou, encore, à celui dans lequel se 
présentent certaines difHcultés, comme celles que nous signa- 
lon? plus loin. Dans la pratique, il en est rarement ainsi; la 
question qui nous occupe étant surtout un problème de ponton- 
niers. Il s'agit, peureux d'apprécier, rapidement, et pourtant 
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avec une précision suffisante, la largeur d'une rivière sur 
laquelle ils doivent, en un point déterminé, jeter un pont; 
nous allons indiquer d'abord les solutions qu'ils emploient 
en pareil caa; nous entrerons ensuite dans l'examen circon- 
stancié do certains cas particuliers, plus difficiles. 

A ce propos, revenant ici sur une idée précédemment 
exprimée, nous insisterons encore sur la nécessité de fournir 
des solutions variées pour les problèmes de la géométrie 
pratique et, surtout, des solutions bien appropriées aux con- 
ditions matérielles qui leur sont imposées. En définitive, le 
problème qui nous occupe en ce moment peut, thét>riquement, 
èlre considéré comme identique à celui qui se propose de me- 
surer la distance d'un point donné à un point inaccessible (*), 
problème que nous traiterons avec les développements néces- 
saires dans un chapitre suivant. Mais, dans la pratique, quelle 
ditrérence entre les procédés qui peuvent servir S mesurer 
la largeur d'un fleuve et ceux que l'on doit appliquer à 
l'évaluation des grandes distances, telles que celles qui inté- 
ressent la portée des projectiles 1 C'est pourquoi, il convient 
toujours, en géométrie pratique, d'examiner avec attention 
si les solutions indiquées convienuent bien, à tous les points 
de vue, au problème que l'on a voulu traiter, et si, pour nous 
résumer, les exigences pratiques inbérentes au tracé que l'on 
veut exécuter, ne sont pas en contradiction matérielle avec 
celles qui ressortcnt de la solution proposée. 

18. La largeur de la rivière {Solution des ponton- 
niers) (•*). — 1' Ou jalonne sur l'une des rives une ligne 

(*) C'est ainsi que le problème est envisagé ordinairement, notamment 
dans Berger; (loc. cit. p. itl). Bergeiy applique, pour le résoudre, la 
propriété des diagonales du quadrilatère complet, lesquelles se parta- 
gent, comme l'on sait, harmoaiquement. Mais cette solution, sur lai^cUc 
noua feviendrons, en traitant le problème de la distance d'un point k 
im point inaccessible, très acceptable pour les grandes distances, n'est 
pas assez simple quand il s'agit d'éialuer une distance aussi iaibla, 
relativement, que la largeur d'un fleuve. 

(*') Ces solutions sont empruntées à VÂide-mémoire de Laiand k l'usage 
desofflciersdu génie (4* édition, 1861, p. 39t et a< ddition, 1661, cbap. V; 
PonU miUUnrei) et, aussi, k l'ouvrage intitulé Ecole de Ponts, l^i, p. 59 ; 
elle» nous ont été signalées par la capitaine Brocard. 
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BF sensiblement parallèle h. cette rivo et aussi rapprochée 
que possible du cours d'eau. 

Sur la rive opposée, on choisit un point A facile à recou- 
aaître et à l'aide d'un trian{(Ie rectangle do cordes BGD, dont 
les côtés ont 3, 4 et S mètres, ou des équi-multiples do ces 




■'ï;^- 



■'-ïi:! 



Fig. ne. 



nombres, on détermine lo pied B de la perpeudicuiairo" AB, 
abaissée du point A sur la ligne BF. On promène ensuite le 
triangle de cordes tout tendu sur colto ligne BF, jusqu'à co 
que l'un des côtés do l'angle droit, celui de 4 mètres par 
exemple, se trouvant sur la ligne BG on puisse voir le point A 
sur le prolongement de l'hypoténuse, ou côté de 5 mètres. 
La distance cherchée sera égale aux 3/4 de la longueur BE 
que l'on peut mesurer sur la rive, car 
FG 



2* Déterminer un alignement AB perpendiculaire à la 
^ rive BE. Prendre BE égal à 40 mè- 

tres; EC égal à 10 mètres; mener OF 
perpendiculaire à BG jusqu'à sa ren- 
contre avec l'hypoténuse : 
AB = 4FG. 
3° Remarquez sur la rive opposée 
un point A; cherchez à l'oeil, sur la 
rive où vous êtes, un autre point B, 
'^'^ '■*'■ perpendiculairement opposé au point 

A; mettez le côté d'un cordeau perpendiculaire dans la 
direction de AB, prenez des points G et D sur les prolonge- 
ments des côtés à angle droit du cordeau, et à des distances 
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arbitraires du point B : élevez, au moyen du cordeau, la 
pcrpeniliculaire CE jusqu'au prolonge- 
tnoat de AD; mesurez BC, BD et CE. 

BC X BD „ 
et vouB aurez AB = ^. — tts' ^^ 

retranchant ensuite, de cette valeur, 
la distance du point B à la crête de 
la rive, vous obtiendrez la largeur do 
la rivière. 

4" Si l'on n'a point de cordeau à per- 
pendiculaire, ou détermine comme ci- '^' 
dessus les points A et B; ou prend sur AB prolougé un 
point quelconque C; on choisit uu point arbitraire D hors 
de la direction AB; on marque le point E, milieu do CD; 
on cherche le point F, rencontre des alignements BD et AE, 

ot on mesure BC, BF, DF; or, oi : 

DF — BF 
AB, mais FG = =-=-;j . donc 

AB = 



Fig. US. 



" DF - BF 

d'autant plus exacte que la dilTc- 

renco DF — BF est plus grande. 

5° Enfin, le procédé suivant 

ne donne aucun calcul à faire. 

Prenez de môme, sur les rives, les points A et B perpendicu- 
lairement opposés; à la droite, par exemple, do B marquez 
un point quelconque C, à par- 
tir du point B, et sur CD pro- 
longé, rapportez la distance 
BC, de B en D; marquez le 
point D ; prenez un point qnel- - 
conque E sur l'alignement des 
points A et C; et rapportez la 
distance EB sur la ligne EB 
prolongée de B en F ; cherchez 
le point G sur les directions 
de D ot F et do B et A; mesurez BG qui est égal à AIS. 
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Si l'OQ avait fait BD = — BG et BF ^ — BE, on aurait eu 

10 10 

BG = — AB. 

10 

19. La Solution de Vauban. — Scrvois {loc. cil. 
p. 60) s'occupant du problème de la distance d'un point 
h un autre point inaccessible dit : « On connatt la méthode 
attribuée à Vaubaii : elle suppose la construction d'angles 
droits, ou au moins d'un angle égal à uu autre et requiert 
un chaînage assez long. » Mais il ne donne aucun rensei- 
gnement sur cotte construction. 

Le procédé que Vauban indiquait (*) pour mesurer la 

(") Vauban, Traité de l'attaque des placet. Je dois ce renseignement à 
robligeanco do M. Louis liège d'iraj, lieutenant d'ariillerio. L'exem- 
plaire de Vauban que possÈide cet officier n'est pas daté; il a été im- 
primé chez Barrois et Magimel, rjuat des AugiuUns, d Paris. La question 
présente y est exposée au chapitre VI, lequel traite de l'ouverture de ta 
tranchée, p. 50. 

D'après les renseignements que nous communique à co propos 
M. d'Iray, ta premibre édition do l'ouvrage de Vauban, a dû, être celle 
qu'a éditée Jombert, rue Daupiine, à Paria; Elle date do 1769. La biblio- 
thèque do l'Ecole de Saumur possède un ciemplaire de l'ouvrage en 
question ayant peur f ous-Utrc : Nouvelle édition revue, rectifiée, augntentée 
de dévetoppements, de notes et de planches ; par F. P. Foissac, chef de brigade 
au corps du génie dt la République française ; d Paris, chex Magimel tiliraire 
{>our t'arl militaire et tes sciences et les arls, quai des Augustins, près le 
Pont-Neuf; l'an troisième de ta République. 

Dans celte édition, ta question est trailce au chapitra VI, p. 131 ; 
mais le texte de Vauban a, en grande partie, disparu; l'ouvrage a été 
prorondément remanié, mis au goût du jour, et, comme nous l'écrit 
M. d'Iray, c'est presque aulant un ouvrage de Foissac, écrit sur le 
cadre du livre de Vauban, qu'une édition de Vaubau. 

Aux renseigncmeais qui précédent, nous jouterons encore les sui- 
vants qui nous ont été communiqués par M. Bertrand, capitaine du 
génie k la section technique du mluisléro de la guerre. 

Lo manuscrit de Vauban suc l'atlaque dos places a été rédigé pour lo 
duc de Boui^ogue nt présenté à ce Prince on 170*; la bibliothèque du 
ministère de la guerre possède cet ouvrage précieux revêtu de ta signa- 
turede l'auteur. Des copies n'ont pas lardéàcirculerdans toute t'Europoet 
une première édiiion parut à la Haye, impiimée par de Hondt, en 1737. 

La dernière édilinn est celle qui fut publiée en J829 {Traité des sièges 
et de t'attaque des Places par le maréchal de Vaut>an; nouvelle édition 
entièrement conforme au miinuscrit présenté par l'auteur au duc de 
Bourgogne ; par M. Augoyat, chef de bataillon du Génie ; Paris. Anselio 
successeur [>o Magimel). 

Nous devons ajouter que la solution de Vauban se trouve cxposi!C, 
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distance de l'ouverture de la tranchée au chemin couvert n'est 
autre chose que la solution exposée plus haut (§ 18; 3*). Nous 
croyons intéressant, ne serait-K^e qu'au point de vue historique 
de rapporter ici, dans ses termes mêmes, la solution do Vau- 
ban. II convient toutefois d'observer, comme le fait Servois, et 
la remarque a son importance, qu'elle n'exige nullement 
l'emploi de l'équerre ordinaire.il suffit que les droites AB, UD 
(fig. 141) dont il est question soient parallèles; pour atteindre 
ce but, la fausse équerre suffit. Quantau chaînage nécessaire, 
contrairement à ce qu'en pense Servois, il est fort rapide; il 
faut observer, en effet, qu'il se réduit au relevé de la longueur 
CF etque les piquets fixés sur BC ne sont pas déterminés par 
des chaînages, mais simplement par un cordeau, plus ou 
moins long, que l'on porte successivement de B en F, de B' 
eu B", etc.; opération simple et rapide. 

Quoi qu'il en soit, voici la solution en question; elle 
s'applique également bien aux grandes et aux petites distan- 
ces. On observera seulement, dans le cas des grandes distan- 
ces, qu'il faut augmenter lo nombre des piquets placés sur BC. 
On peut, par exemple, placer dix piquets équidistants entre B 
ctC; Ë représentant le dixième piquet, il suffit alors démulti- 
plier CF par 10. 

« Sollf^j. lâijk. l'angle du chemin couvert et Blelieuoîi 
l'on veut ouvrir la tranchée après avoir pris garde ù se mettre 
eu lieu où l'on puisse avoir l'espace nécessaire à l'opération, 
il n'y a qu'à former l'angle droit B et tirer la ligne BC {avec 
des piquets) do 6o ou 8o toises, plus ou moins. "Vous cou- 
perez cette ligne en 3 ou 4 parties égales. Cela fait, sur son 
extrémité C, formez un autre angle droit BCD alterne au 
premier et tirez la li^ne CD indélermiuément, alignez l'un des 
piquets de la transversale BC, comme E. avec l'angle du 



antérieurement, dma l'ouvrage, intitulé : R. P. Cl. Fr. Millet Dechales, 
a Societate Jeau, Curtu» seu mundus mathematicus univeraam Mathesin 
tribta tomis compleclms. — Liigduni M DCLXXIV, On troute la solution, 
esposêe depuis pirVauban, dansleTolumo cité, à la page 331 dulivrol"' 
et dans la partie intitulée GaimetrÛE praclicm. 

L'ouvrage en questioQ a été cité par Chastes (Aperçu historique! pp.27i 
et 433] ; il lui donne la date de 1690. — L'édition quo nous avons eue eouB 
les yeux est antérieure, comme l'on voit, à celle quo Cbasles a cooâultée. 
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chemin couvert A. Vous aurez deux poiuts qui serviront 
faire trouver dans leur aligEemeut le point F sur la ligue 
CD. Mesurez ensuite CF avec une toise pour connaître ea 
longueur; ensuite, si CE est le tiers de BE, prenez trois 
fois la longueur GF, vous aurez la distance AB connue en 
toises. * 



20. La largeur de la rivière (Cas particutiers). ~ 
Les solutions que nous venons de reproduire supposent, 
toutes, la possibilité d'effectuer, sur la rive oti l'on est placé, 
des tracés exigeant l'emploi d'une certaine étendue de ter- 
rain. Nous examinerons ici quelques cas particuliers, se 
rencontrant dans la pratique, et pour lesquels les solutions 
précédentes pourraient se trouver en défaut. 

l'Noussupposeronsd'abord 
qu'on arrive eu B, à la rivière 
qu'il s'agit de traverser, par 
une route A, normale à sa 
direction, et bordée de ter- 
rains dans lesquels on ne 
peut pénétrer (groupes de 
maisons, marécages, coUi- 

uos, etc ). On vise le 

point A, opposé à B, et, après 
avoir'jalonné la direction AB, 
fausse équen-e, l'angle BOA. 
La largeur est égale à BA'. 
2° Admettons maintenant' 
que, dans les conditions 
3 précédentes, la route i soit 
g oblique à la diroclion de 
la rivière. Alors, on peut 
exécuter le tracé indiqué 
par la figure 146, et, après 
avoir effectué le jalonne- 
ment OC, perpendiculaire à 
OA, et le jalonnement BG, 
la direcUou de la rive, au point B, 




élevé perpen.*. 
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au point A déjà visé, on a 

BG 

3° Imaginons enfin que l'on ne puisse opérer que snr une 
bande de terrain, assez 
étroite, située entre la nviè 
re et un terrain U, inacces- 
sible. Soient , A deux 
points opposés; on vise A 
d'un point P arbitrairement 
choisi ; soient PQ la per 
pendiculaire à AP, et OQ la 
perpendiculaire abaissée de ^ . , 

sur PQ. 

Les triangles semblables AOP, OQP donnent 

En prenant le point P, suffisamment pr^ de 0, on aura 
un triangle OQP aussi petit que l'on voudra et cette remarque 
permet de Toir que la construction indiquée sera toujours 
réalisable, si restreinte que soitla partie accessible du terrain. 
Pour rendre l'approximation obtenue aussi bonne que possi- 
ble, on doit choisir P de fagon que Q soit à peu prës sur la 
ligne de séparation de A et de U ; en général, on doit éviter, 
autant du moins que les circonstances le permettent, de 
prendre sur le terrain une base do trop grande, ou de trop 
petite dimension. Dans le premier cas, les mesures sont 
longues, et il j a perte de temps ; dans l'autre cas, les erreurs 
commises sont relativement plus grandes, et les résultats 
obtenus n'ont pas une approximation suffisante. 

Remarque. — La traversée d'un fleuve se présente, à tous 
les points de vue, dans des conditions préférables lorsqu'elle 
peut s'effectuer devant une lie. A ce propos, un problème 
suivît, que nous allons résoudre; c'est celui dans lequel on 
se propose de déterminer la largeur du bras qui est situé 
de l'autre côté de l'Ue. 

Ayant jalonné une droite A, perpendiculairement à la direc- 

G. Dt L. — GÉOUÉTKIB DK Lt RÈOIE. 11 
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tion de la riviiw, et passant par le point C, extrémité de 
rUe ; d'un point 0, arbitrairement choisi aur la rive accessible 
on vise : 1" l'extrémité 
G; 2° le point D qui, 
aur la nve opposée, est 
déterminé par l'obser- 
vateur placé sur A et 
visant G dans une di- 
rection perpendiculaire 
à A. A.Tec la fausse 
équerre, on relève suc- 
cessivement les angles 
HOC, HOD que l'on re- 
porte en HOG", HOD'. 
La droite CD* repré- 
sente la largeur demandée. 

Si la rive de l'Ile qui est invisible est supposée sinueuse, 
la distance cherchée pourra être plus faible que CD; mais, 
dans tous les cas, on est assuré de pouvoir traverser le second 
bras avec un pont dont la longueur est, tout au plus, égale à 
CD; c'est un renseignement qui n'est pas inuUle et que l'on 
peut désirer connaître, avant de commencer le passage. 

21. — Examen du cas où les rives ne sont pas 
parallèles. — Soient A, A' les rives que nous ne supposons 
plus parellèles; il s'agit de jeter, sur elles, un pont partant 
d'un point déterminé 0. 

On rencontre une première difficulté qui tient à ce que la 
direction du pont devant être perpendiculaire à A', pour des 
raisons évidentes, il faut, avant tout, déterminer ladirecUon 
de A' par une droite tracée dans la partie accessible du ter- 
rain. Nous donnerons, dans un chapitre suivant, diverses 
solutions du problème qui se présente ici ; mais, sans renvoyer 
à ces solutions, nous indiquerons, dès maintenant, celle qui 
nous parait la mieux appropriée au cas présent. 

Du point 0, visons aur A' deux points A ei B ; puis ayant 
relevé l'angle AOB marchons sur A jusque ce que nous 
trouvions un point C tel que AO'B = AOB. Le quadrilatère 
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AOB'B étant inscriptible, si l'on relève l'angle BOO' et si, 
par le point 0', on trace O'x tel que AO'o: = BO'O = BAO'' 
la droite O'x est évi- 
demment parallèle à 
A'. Le pont jeté, du 
point 0, doit donc 
aToir la direction de 
la droite O3, droite 
perpendiculaire à 
O'x. 

II Tant encore dé- 
terminer la longueur 
de ce pont. Le point 
P qui, sur A', repré- 
sente l'eitréroité du 
pont, peut être déter- 

' . , , ,. . Ftg. 448. 

mine par la ligne de 

yisée 3O; il suffit d'observer un arbre, une pierre, ou le 
moindreobjet,placé, 
sur &', dans le pro- 
longement de zO. Il 
est donc possible de 
déterminer avec l'é- 
querre ordinaire le 
point Q, oîi P se 
projette sur A, Les 
angles POR, OQR 
étant droits, on a a 

-22. 

•QB 

Cette relation per- 
met de calculer PO. 

22. Le passage ,.^ „^ 

au conlluent. — 

Imaginons que deux rivières R', R' viennent se réunir en G, 
pour former une troisième rivière R. On peut se proposer 
d'e£fectu» le passage en coupant successivement les rivières 
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R', R*; dans cette hypothèse, un problème que nons n'avons 
pas encore traité apparaît ici, et l'on peut demander d'évaluer 
ïa largeur de R*. 

Ayant, d'un point de la rive de i, visé un point A do 
A' sur le prolongement de OC, on jalonne lea droites HA', 
KH' perpendiculaires à i et passant respectivement par les 
points A et C. Avec la fausse équerre, on relève les angles 
AOH, BHO que l'on reporte on HOÂ', B'HO, comme l'indique 
la figure. 11 est évident que le triangle A'KC est égal au 
triangle ABC et que, par suite, la largeur de R' est égale à 
la distance de 0' à B'A'. 

23. Le cas de la rivière ou du fossé inac- 
cessible. — Jl peut arriver que l'on ne puisse, immédia- 
tement du moins, approcher de la rivière ; ou veut pourtant, 
pour le moment favorable, préparer toutes les choses néces- 
saires au passage et, dans ce but, on désire connaître sa 
largeur. Dans d'autres cas, le problème se présentera sous 




Fig. 1S1. 

une autre forme et l'on se proposera de déterminer la largeur 
d'un fossé dont les bords sont visibles, mais inaccessibles. 
Pour fixer le langage, nous raisonnerons dans cette seconde 
hypothèse. 

Nous dirons d'abord comment on peut tracer une parallèle 
aux bords 4, A' du fossé considéré. 
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Soit un poste d'observation {*); distinguons sur A deux 
points C, D ; et, sur A', deux autres points A, B, tels que les 
droites AC, BD passent par 0; il est évident que la parallèle 
îcconnue est une droite PQ partagée par le point et par 
les droites BC, AD en deux parties égales. On peut jalonner 
les segments S, S' des droites BC, ÀD qui sont situées dans la 
région accessible et résoudre alors le problème connu : mener, 
par 0, une droite partagée eu deux parties égales par les 
segments S, S'. 

Pour résoudre ce problème : par (fig. iS2), ou mène une 
droite arbitraire, et l'on prend OH' — HO; si, par H', on 
mène H'P parallèle à S', en joignant ^ ^^ 

PO, on a la transversale demandée, -^rr^^^^^^:--—^^ - -r- 

Cela posé, menons (fig. 453} MNRS '_^ __-__-__- 
parallèlement à OC et prenons RS ';^--:'_ 4-- V- " -I' 
= MN; nousavons OT^CA. En abais- ^-— ■^-.^T''"^^-" 
saut de T la perpendiculaire TH sur / / \ 

PO, TH représente la largeur du fossé. 

DsusiËHE Solution, — La solution 
précédente exige un certain efTort, 
portant sur la réalisation des jalonne- 
ments qu'elle nécesite; mais il faut 
observer que le problème que nous 
traitons ici est, relativement, difficile; 
et il ne parait pas aisé de le résoudre, Fig. as. 

sans une certaine complication de lignes et de mesures. 

La solution que nous allons indiquer maintenant n'est pas 
d'ailleurs sensiblement plus simple que la précédente, mais 
elle devrait être substituée à celle-ci dans le cas où les droites 
BC, AD que nous avons considérées tout à l'heure, feraient 
entre elles un angle trop grand; auquel cas il résulterait, 
pour PQ, nue longueur trop considérable. 

(*) Pour ne p&s donner à cette figure des dimensions trop grandes, 
les rapports des diflëcentes lignes ne sont pas observtSs. AÎDsi, daos 
U présente flgure, on doit snpposer, pour avoir une ima.go approchâo 
des choses réelles, que le point est beaucoup plus éloigné de a que 
ne le montre notre dessin. Cette observation s'applique à plusieurs 
antres âguiea de cet ouvrage. 
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Obsenrons but A' un point A, et, i 



ur A, deux points B, C. 
Ayant tracé les droites 
i et 2, da moins dans 
la partie accessible, 
puis les parallèles 3, 
4, S, 6, 7 et 8; nous 
obtenons trois points 
A', B*, C; la largeur 
du fossé est égale à la 
distance A'H' du point 
A' à la droite B'C. 



24. Le pont obli- 
que. — La nature du 
terrain et la violence 
du courant peuvent, 
dans certains cas, et 
bien que cette disposi- 
tion soit généralement défavorable, nécessiter la pose d'un 
peut oblique à la direction du 
? ûeuve. Dans ce cas, après avoir 
^Z~^yr^ ;:£iir -~ . ;7VJ fixé los points A et B entre 
r7^^j^^:z^T -:.r~_~ lesquels ou veut jeter le pont, on 
---Jl peut demander de calculer la 
longueur de celui-ci c'est-à-dire 
Fig. isi. la distance AB. 

Soit G la projection de B sur A; on jalonne AD perpen- 
diculairement à la direction AB et l'on a 




Fig. tu. 



AB = 



,AG 



CHAPITRE m 

LE PBOBLÈHB DE l'oSSTACLK 

Le problème qui va nous occuper dans ce chapitre est 
celui qui se propose de prolonger un alignement au delà d'un 
obstade ; nous avons déjà signalé, dans le cbapitre premier. 
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certaines solutions de ce problème que nous reprenons ici, 
pour le traiter plus h fond. 

26. La solution par l'équerre. — La première solu- 
tion que nous voulions indiquer, pour ce problème, suppose 
que l'on ait à sa disposition uoe 
équerre d'arpenteur, instrument qui 
permet de déterminer, rapidement, 
sur le terrain, des angles droits. 
D'ailleurs, pour le moment, nous 
nous accordons uniquement l'usage 
de cet instrument. Dans ces condi- 
Uons.Ia solution ordinaire, celle qui 
exige l'emploi de la fausse équerre, 
devient illusoire; parce qu'elle néces- 
site, outre l'équerre, la chaîne, ou, 
tout au moins, le cordeau. 

Soit U l'obstacle que doit franchir 
une ligne A (*); si l'on effectue les 
jalonnements qu'indique la figu- 
re (*♦), le théorème relatif aux trois 
hauteurs d'un triangle prouve que 
les lignes 4 et 3 se coupent, au 
point M, sur le prolongement cherché A'. En répétant cette 
construction une seconde fois, on obtiendra un autre point 
de A' ; et celui-ci se trouve alors bien déterminé. 

En observant que le choix du point A pris sur A, celni 
de B, et la direction de BM sont absolument arbitraires on 
recoaoaltra que, dans la pratique, la solution précédente, 
grâce au jeu laissé aux jalonnements que nous avons décrits, 
pourra, presque toujours, être réalisée commodément. 




Pig. ise. 



(*) 11 va, sans dire, que l'obstacle est supposé cacher la droite A, 
pour les obsorrateurs plaças sur le prolongament A' ; autrement, la 
difficulté qui dous occupe n'existerait pas. 

(**) Noos rappelons qne les angles qui, sur lea â^res qaa nous 
employons, sont marqués d'un petit arc de cercle, sont des angles 
droits; nous avons déji Mt cette convention; elle nous permet une 
rédaction plus rapide. 
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26. — Rbharqux. La distance C&I peut d'uilleurs se cal- 
culer facilement. 
Une propriété connue donne, en effet, 
AB.BM = CB.BH. 
Cette égalité permet d'évaluer BM, quand ou a relevé, par 
I, les longueurs accessibles AB, CB et BH, 



27. Prolonger une droite AB dont les extrémités 
sont séparées par un obstaole. — Le théorème qui 
vient de nous servir dans la solution précédente' peut être 
utilisé dans le problème que nous allons considérer main- 
tenant. Ce problème peut se définir ainsi : Deux poinis A 
et B sont situés de part et d'aulre d'un obstacle U qui rend 
l'un d'eux invisible pour l'observateur placé dans le voisi- 
nage de l'autre; on propose de jalonner les prolongements do 
la droite AB, de part et d'autre de l'obstacle. 

Prenons arbitrairement un point C, puis, avec l'équerre, 
effectuons les constructions (1, 2, 3, 4, 5, 6, .7, 8); la droite i 
ainsi obtenue représente- l'un des prolongements demandés. 
U va, sans dire, que le point C sera choisi de façon à 
permettre le tracé 
s alignements 
dans les régions 
accessibles du ter- 
rain sur lequel ou 
opère; si l'on veut 
avoir l'autre prolon- 
gement, celui qui 
passe par A, on de- 
vra répéter, au point 
A, les opérations 
correspondant aux lignes 6, 7 et 8, qui ont été jalonnées pour 
obtenir A. 




Fig. 157. 



28. — Remarque. Si l'on rencontrait, dans le voisinage 
de B, un second obstacle V, on profiterait de la droite HD qui, 
dans la partie accessible, est parallèle à AB, pour effectuer 
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le tracé de A, comme l'îudiqae la figure 4SS. Nous exami- 




nons d'ailleurs, plua loin, et avec plus de détails, le cas des 
deux obstacles. 

29. La solution par les alignements. — Nous allons 
supposer maintenant que l'on n'ait à sa disposition aucun 
instrument d'arpentage et nous nous proposons de résoudre 
le problème qui nous occupe par de simples alignements. Le 
nombre des solutions du problème ainsi posé est indéfini; 
les théorèmes relatifs à trois pointa en ligne droite {*) 
théorèmes que la géométrie élémentaire procure avec abon- 
dance, fournissent autant de réponses à la difficulté en 
question. Le livre des Porismes, notamment, est plein de 
propositions susceptibles d'être appliquées au cas présent; 
mais il suffit de signaler cette mine, sans qu'il ; ait intérêt à 
énumérer toutes les ressources qu'elle renferme et nous noua 
bornerons à signaler quelques solutions, plus particulièrement 
simples. 

La première qui se présente à l'esprit, solution donnée 
par Servois (**), 'par Bergery (***), et probablement par 
tous ceux qui ont écrit sur cette matière, est celle qui prend 
pour base la belle propriété des diagonales du quadrilatère 
complet. Voici d'ailleurs le détail des opérations qu'il faudra 
faire sur le terrain, quand on voudra l'appliquer. 

On cboisit, entre les points À et B, arbitrairement, un point 

(*) Par exemple, celui que nous avons démontré dans ta première 
parUe [§§ 19 et 20). 
(•■)toe. cit., p. 31. 
("•) Iak, cit., p. 10 
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G, plus TOisio de B que de A et d'autant plus voisin de A, 
que l'obstacle pro- 
posé a une plus 
petite étendue. On 
effectue alors les 
alignements (1. 3, 
3, 4, 5, 6) indiquée 
par la figure. La 
droite NFra passer 
par le point C, con- 
jugué harmonique 
^* de C par rapport 
au segment AB. En 
Fig. 4B9. " répétant une secon- 

de fois (*) la construction précédente, on obtient finalement 
deux droites telles que NP qui, par leur intersection, déter- 
minent un point du prolongement cherché A, Ainsi, on pourra, 
par de simples alignements, se procurer autant de points que 
Ton voudra du prolongement cherché. 
Quant à la distance AC elle se calcule par la formule 

I 2 I 

IC^~AB ~ÂC' 
une tahle des inverses des nombres entiers, table dont nous 
nous occuperons dans le chapitre suivant, permet de calculer 
très rapidement la longueur AC. Si l'on n'a pas à sa dispo- 
sition la table en question, on fera le calcul de AC au moyen 
de la formule précédente. 

DEvxifiUB Solution. — On peut obtenir le point C, dont il 
est question dans la solution précédente, par une seule opé- 
ration comme nous allons le montrer. Celte seconde solution 
n'est pas, somme toute, sensiblement plus simple que celle 
qui est indiquée ci-dessus, mais elle donne lieu à une cer- 
taine vérification, présentant un intérôt pratiqne. 

Considérons, comme tout à l'heure, un quadrilatère com- 



(*) Dans ce second tr&câ il faut obserrer qne les jalonnements 1, 2, 
3 peuvent servir et qu'il sufSt, par conséquent, de modifier la position 
du point Q sur MC. 
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plet dont les points donnés A et B sont deux sommets; puis 
joignons le point 0, point de concours des diagonales aux 
points AetB; nous obtenons ainsi quatre points I, H, K,L. 
Il est facile de reconnaître que les droites HK et IL con- 
courent au pointe, 
En e£Fet, la figure ABÏfOKH constitue un quadrilatère 




Fig. fSO. 
complet et la diagonale KH doit couper AB au point conjugué 
harmonique de C; c'est-à-dire au point G'. Cette remarque s'ap- 
plique, bien entendu, à IL et l'on a, de la sorte, trois droites 
KH, NP, IL concourant en C, Do là, résulte, pour le point C, 
au point de vue pratique, une détermination plus sûre. 

On peut résumer les deux solutions précédentes en obeer 
vant qu'à un point Q pris sur MG correspond une droite NP 
passant par le conjugué C; pour déterminer celui-ci, il faut 
prendre deux points tels que Q et l'on obtient deux droites 
telles que NP; c'est la première solution. Mais, si l'on choisit 
pour second point Q, le point lui-même, cbose naturelle 
au fond, alors, on a la seconde solution. Celle-ci n'est donc 
en définitive qu'une réalisation particulière de la première, 
accompagnée d'une remarque pouvant d'ailleurs s'appliquer 
à la construction obtenue en prenant sur MG, pour second 
point Q, un point quelconque. 

TRoisibHE Solution. — Une solution un peu plus rapide, et 
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bien distincte des précédentes, est celle qu'on obtient en 

appliquant le principe de la transformation homologique (*). 

La figure montre comment on a obtenu le point G sur le 

prolongement 




BG =: AB - 



alignements 1, 2, 3, 4, la position de la droite 5, et même la 
direction de la droite 6, restent arbitraires, on voit qu'il y 
aura moyen, dans la plupart des cas, même dans ceux qui 
oCfrent une certaine difficulté pratique, de disposer les ja- 
lonnements de façon à déterminer la position du point G. 

Le calcul de BG est moins simple que dans les solutions 
précédentes. II faut avoir recours au tbéorème de MénélaQs 
qui donne ici 

g «G.mp 
np.mk. 

Il y aurait cinq droites à chaîner pour obtenir BC; cette 
formule paraîtra donc compliquée, du moins, comparée à 
celle que nous avons donnée dans la première solution. 

Nous voulons borner à ces trois procédés (qui n'en forment 
réellement que deux, comme nous l'avons fait remarquer) la 
solution du problême de l'obstacle, par des alignements. On 
observera certainement que ces procédés offrent, dans la pra- 
tique, une certaine complicalion qui tient au nombre assez 

CI Ou sait que la théorème en queslion est da à Desai^uea; tojcz 
(Èwvres de Desargaes, réunits et analuséii par Poudra; Paris, IBM, t. I, 
pp. .M3, 430. On trouvera une an&lyse de rouvrage cité dans le tome III, 
série II, dea Nuuvelki innaht. 
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grand des alignements qu'ils néceasitent. Mais la raison 
de cette complication est naturelle, et il parait difficile d'ima- 
giner, sans autre instrument que le jalou, une solution plus 
simple que celles que nous avons fait connaitro dans ce 
paragraphe. Il n'eu est plus de même quand on s'accorde 
le droit de mener des parallèles, opération qui peut se faire, 
très rapidement, avec la fausse équorre ou avec l'équerre 
ordinaire. On peut alors, par l'emploi simultané des aligne- 
ments et de l'équerre, obtenir des solutions très simples du 
problème en question. Nous allons en indiquer quelques-unes. 

30. Les solutions par l'équerre et les alignements. 

—Les solutions que nous allons développer dans ce paragraphe 
se distinguent de celle que nous avons donnée plus haut 
(§ 25) en ce que l'on ne fait usage de l'équerre que pour mener 
des parallèles, et non pour élever des perpendiculaires. Il y a 
là, au point de vue pratique, une différence que l'on appré- 
ciera, sans que nous ayons besoin d'y insister. Il résulte, 
notamment des conditions dans lesquelles nous nous plaçons 
ici, que la fausse équerre, pour les solutions que nous avons 
en vue, est tout aussi bonne, pour ne pas dire meilleure, que 
l'équerre ordinaire; car, bien que la fausse équerre puisse 
servir, comme nous l'avons montré, au tracé des perpendi- 
culaires il faut reconnaître qu'elle n'arrive pas à ce tracé sans 
un certain effort et l'on doit considérer la fausse équerre 
comme étant, avant tout, l'instrument des parallèles. 

Pbbuiëre Solutio.v. — Considérons un triangle ÂBG, et 
Boit AD Une droite a 

quelconque issue de // '\ 

A et rencontrant BC / I \ 

en D; menons MN 3^Z"f"','-^''\ 

parallèlement à BC / ~--fi'^ 

et joignons enfin BN /,'■''' 1 ^^~-. '■ 

qui coupe AD en P, li''' ' ' s "^^P^"^'"' ^ 
puis MP; cette der- " ^ F<s. «i. 

uière droite coupe BG en un point Q qui reste fixe quand MN 
se transporte parallèlement à elle-même {*). 

(*) Cette propriété bit partie de b«nte-huit lemmes de Pappua sur les 
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En donnant à MN deux positions arbitraires on obtient le 
point Q et l'on achève la construction en menant par Q une 
parallèle à MN. 
Il reste à indiquer comment on évalue BQ, 
De la relation 

BD» = DQ.DG, 
on déduit 

BD* = (BQ - BD)(BC - BD), 



BQ BD - BC 

Cette formule permet, dans tous les CB8,decalculerBQ; mais 
si l'on possède la table des inverses, à laquelle nous avoue 
déjà fait allusion, le résultat sera lu immédiatement sur 
cette table. 

SiGONDi SoLUTioM . — Voici Une seconde solution ; elle exige, 
il est vrai, un emploi plus continu de la fausse équerre, mais 
elle présente l'avantage de donner un point C symétrique du 
point A, par rapport à B, ce qui, à l'occasion, peut être utile. 
Dans tous les cas, 
pour mesurer BC, 
on n'a aucun nou- 
veau chaînage à 
faire, puisque BC 
= AB. 
;^ Ayant détermi- 
né, quelque part, 
les extrémités M, 
N d'un segment parallèle à AB, on effectue les alignements 
(1,3,... 7). Les droites 4 et T concourent en un point G situé 
sur AB et tel que BC = AB. 

Porismes d'EncUde (Voyez : kt troit livret dm Poritmea, p. 89 ; proposi' 
tion Vil). 
Elle se démontre immédiatement en obserTant que l'on» 
MI_ BD . MI _ DQ 

IN ~DG'* '"™' IN ~BD" 
Ces égalités donnent par comparaison 

rô' = DQ.DC. 
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En efTet le trapèze MNÂB donne (première partie, § 14) 
I _ I I 

ÏK~MN''"ÂB* 
De mftme, daDS le trapèze ÏINBC, nous avons 

I _ I I 

Ces égalités prouvent que MK coupe ÂB au point G, symé- 
trique de Â par rapport à B. 

Cette remarque, appliquée aux droites 4 et 7, établit l'exac- 
titude de la construction précédente. 

Nous bornerons là les solutions que nous voulons indiquer 
pour, résoudre le problème qui vient de nous occuper ; mais, 
en terminant ce chapitre, noua allons encore examiner 
quelques cas particuliers intéressants, auxquels les solutions 
précédentes ne sauraient convenir. 

31. Le cas des deux obstacles. — On peut imaginer 
que le point qu'il faut obtenir, au delà d'un obstacle donné, 
soitsilué dans un terrain oîi les alignements dont nous avons 
parlé, dans les diverses solutions qui précèdent, ne puissent 
être exécutés. Tel est le cas où un autre obstacle se trouve 
situé dans le voisinage de celui que l'on veut franchir et dans 
la partie oh doit pénétrer le prolongement cherché. 

Nous indiquerons deux cas correspondant à ce genre de 
difficultés. 

PbbiuerGa.s. — Supposons d'abord que l'on puisse jalonner, 
entre les deux obstaclesjune ligne droite ne rencontrant ni l'un 
ni l'autre de ces obstacles, et, néanmoins, assez étendue pour 
pénétrer dans les régionsoh peuvent, sans difficulté, s'effectuer 
les alignements nécessaires, représentés par la figure 164. 

Soit Q [*) le point oîi AR rencontre PC; le théorème de 
Jean de Ceva, appliqué au triangle APQ, donne la relation 
PC _SP AR 

qc^âs'rq' 

On connaît donc le rapport des segments PC, QC et leur 
somme ; le point C se trouve ainsi déterminé. Mais cette solu- 
tion exige plusieurs chaînages. 

[*) Cette lettre a été omise but U flguie. 
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Si la droite RS rencontre PQ dans les limites du terrain (et 
l'on peut toujours, par quelques tAtoanements, faire on sorte 
qu'il en soit ainsi; il suffit de rapprocher suSisaniment Q du 
point inconnu G), on a 

2 1 I 

et la table des inverses, 
dont nous parlerons 
bientôt, par un calcul 
rapide, donne C'C. 

Pour prolonger AB 
au delà du second ob- 
stacle, ou pourra mener, 
parles points P, Q, des 
parallèlos A, A' à ÂB, 
et, après aroir jalonné 
Fig. ttt une droite C'Q'P', on 

prendra sur celle-ci un point C, la longueur C'C étant calculée 

au moyen do l'égalité 




ce CQ' C'F 
On peut d'ailleurs, la ctiOBo est manifeste, obtenir le pro- 
longement S de AB en considérant les deux obstacles U et Y 
comme constituant nn seul et même obstacle. Alors pour 
déterminer S , on appliquera l'une des méthodes que nous 
avons indiquées plus haut; ou toute antre, car elles sont 
iauombrabloB. Mais on a bien compris que l'intérêt de la 
remarque précédente porte, non, sur la construction de S, 
mais uniquement sur la détermination du point C, point situé 
entre les deux obstacles et sur le prolongement de ÂB. 

Second Cas. — Supposons maintenant que les obstacles U 
et V soient disposés comme le montre la fig. 465; alors 
on ne peut prolonger PC de part et d'autre des obstacles, 
comme dans le cas que nous venons d'examiner. Sans doute, 
on pourrait répéter la construction indiquée en prenant les 
points P et Q sur une semi-droite partant de la région com- 
prise entre U et Y; mais nous profiterons de la disposition 
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particulière que nous venons d'imaginer pour signaler uue 
autre solution. 

Jalonnons deux alignomonts ÂR, &S, et d'un point M, pris 
sur âB, abaissons des perpendiculaires MP, MQ; puis, jalon- 
nons une droite RS parallèle à 
PQ et choisie de telle sorte que 
los perpendiculaires élevées aux 
droites A, A' aux points R,S, 
pénètrent dans la région qui est 
située entre U et V. Nous avons 
ainsi construit deux figures homo- 
thétiques, et le point C, obtenu 
par cette constructioD, est situé 
sur AB. i-'ia- te^- 

Si l'on opère avec une fausse équerre.ou remplace les angles 
droits que nous avons considérés par des angles quelconque!:, 
mais égauK, deux à deux; le principe des figures homothé- 
tiques étant d'ailleurs appliqué, comme il vient d'élre dit. 

32. Examen du cas où l'obstacle est inacces- 
sible. — L'obstacle peut être inaccessible dans plusieurs 
eouditions ; pour chacune d'elles, se présentent des difficultés 
que nous allons successivement considérer. 

Premier cas particulier. — Supposons, pour donner une 
idée de la difficulté matérielle que nous abordons ici, que 
l'obstacle que nous avons à considérer soit constitué par une 
île boisée, située au milieu d'une rivière. 

Les solutions que nous avons données jusqu'ici supposent, 
toutes, que l'on puisse librement circuler autour de l'obs- 
tacle, au moins dans l'une des ^ 
régions qui correspondent à la 
droite que l'on veut prolonger, 
de façon à pouvoir jalonner les 
alignements nécessaires. Dans 
le cas présent, les jalonnements 
peuvent bien être faits succès- . ^-J^S 
sivoment, sur une rive, puis sur b * « 
l'autre; mais il existe entre ces '"*!'■ *^*- 
deux opérations une discontinuité matérielle, causée par la 

G. DK L. — GÉOKttatI Dl LA BtOLE. IS 
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prébtiDco do la rivière qui entoure lobstacle. Nous devous 
donc indiquer comment doivent être exécutés les jalonue- 
menta, aiusi séparés lea uns des autres. 

Soient ^et A' deux parallèles tracées sur les rives opposées. 
Pour prolonger AB sur la rive A', à travers l'obstacle U, on 
prendra sur A un point arbitraire C, puis CD ^ BC et l'on 
lixera des jalons aux points A, G et D. 

Après avoir franchi la rivière, on détermine alors sur A', 
les points C et D' qui, sur A, sont en ligne droite avec : A, 
d'une paît; A, D d'autre part. Enfin, ayant pris, avec le 
cordeau, C'B' — D'C ; le point B', ainsi trouvé, représente le 
point ou AU proloDgc rencontre A'. V.a répétant cette opéra- 
tion pour une droite A" parallèle à A', ou obtient un second 
point b" du prolongement cherche, et celui-ci se trouve, 
ainsi, complètement détCimmé. 

Remarque. — Nous avons supposé, dans la solution précé- 
dente, que les rives A, A' étaient parallèles, ou, du moins 
que l'on avait jalonné, de part et d'autre de la rivière, deux 
alignements parallèles. Ces alignements imaginés ici, sont 
toujours faciles à obtenir, soit avec la fausse équerro, soit 
avec i'équerre ordinaire. Mais, si l'on n'a pas d'équerro 
à sa disposition, ou peut néanmoins résoudre, sans autre 
emploi que les jalonnements et avec l'aide du cordeau, le 
problème précédent, en opérant comme nous allons l'indiquer. 
Prenons sur A des points C, D et E, soit arbitrairement, 
soit, ce qui est préférable, de 
toile sorte que 

ED = DC^BC; 
nous adopterons cette secon- 
de hypothèse. 

La propriété du rapport 
anharmonique, appliquée aux 
dons ponctuelles qui se trou- 
vent sur A et sur A', donne 
B'C E'C 

Le point B' peut être déterminé d'apns cette égalité; et. 
bien que la solution, signalée ici, présente^ daus sa réalisa- 
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lion, quelques longueurs; elle offre pourtaut un inlérët réel, 
si l'on se refuse l'emploi de l'équerre. 

Deuxième cas particulier. — Deux point» A et B sont 
visibles, mais ils sont situés daus uno région inaccessible; 
OD propose de jalonner, dans la région accessible, le prolon- 
gement de AB, en supposant: soit que les points A et B soient 
séparés par un obstacle qui ne permet pas de les viser, simul- 
tanément, dans la région accessible; soit que le segment AB 
rencontre, dans la région où il est situé, un obstacle qui le 
masque complètement à l'observateur placé dans la partie 
accessible. 

Soit V l'espace inaccessible dans lequel se trouvent deux 
points A, B visibles de certains points placés dans la région 
accessible V; maïs la droito AB est cacbéo par un obstacle U 
pour un observateur placé au point G où AB rencontre la 
droite A qui sépare les deux régions V, V; et, dans ces condi- 
tions, on demande de déterminer C. 

1" Supposons d'abord que les points A et B ne soient pas 
très éloignés de A. Nous pourrons, avec l'équerre d'arpenteur, 
jalonner les droites aA', pB', qui, dans l'espace V, représen- 
tent les perpendiculaires abaissées des points A et B sur A. 
Soit le milieu de AB. Ayant jalonné dans V les prolonge- 
ments de AO et de 
BO, nous obtenons 
deux points A', B'. 
La droite A'B' ren- 
contre A on C et 
le point inconnu C 
est le symétrique de 
C par rapport à 0. 

à" Cette solution 
cesse d'avoir un ca- 
ractère pratique si 
les points A et B 
Bonfa une grande distance de A (•). Voici, daus cette seconde 
hypothèse, une solution préférable. 




Cl Celte condllion n'a p»i élé indiiiuée a 



1 figure. Pour pluA d« 
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la diBpositioD relative de l'obstacle 

V ot des points A et B, que 

V soit placé entre A et B ; AB 
rencontre A en un point M 
que nous nous proposons 
de déterminer. A cet effet, 
prenons dans la partie ac- 
cessible V un point J d'où 
ronpuissGapercevoirsimul- 
tanément A et£. SoitMIle 

fjg fgg prolongement inconnu de 

AB; ayant mené la droito CG parallèlement à A nous avons 
MN _ CD _ CE 
HP ~ DF ~ EG ' 
.. . OD DF 

^''^ CË^m' 

Cette relation très simple permet de déterminer le point Cet, 
si l'on observe que CG est une droite quelconque, parallèle 
à A, on aura de la sorte autant de points que l'on voudra 
du prolongement de AB. En appliquant la remarque précé- 
dente à LI, droite menée par J parallèlement à i, on a 




IK 



KJ 



IJ JL 



"" Jl JK JL 

En utilisant la table aux inverses, on aura immédiatement 
la longueur JI. Si l'un des points est visible du point I (ce 
que nous avons supposé) on jalonnera IM, sans qu'il soit 
nécessaire d'avoir recours à la détermination d'un second 
point; sinon, on fixera la position du point I et du point C, 
comme il vient d'être dit. 

Troisième cat particulier. — KnQn, pour amener le problème 
qui nous occupe à une complication plus grande encore, 
supposons que la droite inacessible AB soit déterminée par 

comuiodité, oq a donné à celle-ci de pelUos dimensions; le lecteur ima- 
ginera que i'obslacle V, ainsi que 1c^ pointe A et B qui, aurla figure 169, 
Boot voisins de A, août, au contraire, beaucoup plus Éloignas de celle 
droite. 
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deux points qui ne soient pas visibles à la fois pour l'obser- 
vateur se déplaçant dans la partie accessible. C'est, ainsi que 
dans la figure 171 la partie accessible est divisée en trois 
régioBS U, D', D"; de U, on voit A, mais non B; de U", on 
peut apercevoir B, mais non A; enfin, de D' on ne peu) 
viser ni A, ni B. Dans ces conditions, on propose de jalonner 
dans la partie U', le prolongement de AB, 

Nous ferons d'abord observer que, un point A.(/ig. /70J étant 
invisible pour un observateur placé en D, ou peut néanmoins 



-yr 



Fig. in. 



Fig. 174. 



jalonner la droite DA" qui représente le prolongement de DA ; 
voici comment cette détermination peut être obtenue : 
Traçons d«uï droites parallèles A'B' et CD; nous avons 
A'A" CD 
B'A' ~ KC' 
Cette égalité permet de calculer la longueur A'A', le point A' 
se trouve donc déterminé. 

D'après cela, nous pouvons (fig. 171} nous accorder la 
connaissance des droites DA', CB' qui représentent les pro- 
longements des droites DA, GB, bien que, encore une fois, 
ces lignes de visée ne puissent être effectuées. 

Cela posé, considérons le quadrilatère ABGD et la droite A 
qui est parallèle à CD. 
Le triangle A'DH et la transversale BAI donnent 
BH AA' ID 
BA'*AD'1H" '■ 
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d'autre part, nous avoos 

AA' _ A'A' 
ÂD ~"CD 
et 

BH _ BD CD_ 

BA'~BB'' "^ FF' 

Uo ces égalités, nous coucluous 

IH A'A' 

ID ~ B'B' ' 

Nous aurions de même 

IG _ A'A" 

et, par suite, 

IH _ UJ _ A^- 
ÏD ~ ÏK " ffB'' 

Le point I cherché se trouve ainsi déterminé. Ou obser- 
vera que les points G et M sont arbitrairement choisis sur la 
droite S qui sépare la partie accessible et la région inacces- 
sible; pourvu que, de C, on puisse voir A; et> de D, l'autre 
point B. Quant aux points E et H, ils ont été obtenus en 
visant A et B, des points A", B", déterminés comme on l'a 
expliqué, 

La détermination du point I exige, comme on le voit, un 
certain effort portant, tout à la fois, sur les jalonnements des 
alignements nécessaires et sur le nombre des coups de chaîne; 
mais le problème, dans les conditions imposées, offre d'évi- 
dentes difficultés. 

Voici d'ailleurs, dans le même ordre d'idées, un problème 
encore plus compliqué. 

33. Examen du cas où les deux points sont invi- 
sibles. — ]!fous supposons maintenant que les points A et B, 
qui déterminent la. droite qu'il faut prolonger, sont, tout à 
la fois, inaccessibles et invisibles. Nous accordons seule- 
ment que A est à l'intersection de doux droites données a, 
«'; et, de même, B est déterminé par les segments p, p', qu'on 
suppose prolongés dans l'espace inaccessible. 
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Soit A uue droite tracée dans la partie accessible; elle 
rencontre AB en un point 0' qae nous voulons déterminer. 




A cet effet, nous établirons la relatïoa suivante 



Ofl'.Oô' O'a'.O'b- 



(*) Ce thtorôme, ou plutôt un de ses corollaires, a été utilisé par 
Servois pour trouver un point lians CaHgnrmtnt det deux pointi de con- 
CtniTt invisibles de deux paires de lignes donn^j de dirKtion; il vaut mieux 
dira, crojous-Dona, doimies d« titualion. 

Quoi qu'il en aoit, la aolution de Serroia ne fournit qu'un point par- 
ticulier du prolongement cherclié et celui-ui ne se trouve pis uomplô- 
tement détermina. 

Le Ibéorëine en question est dû 6. Camot (Géométrie de position, p. 456). 

Betgerj (loc. cit. p. 109) s'eal aussi occupé de ce problème, k propos 
duquâ il dit : o II peut Stre d'un grand secours dans l'attaque des places 
de guerre. Regardons AB comme une portion de la face d'un bastion. 
11 budra, pour dâtruire l'artillerie pincée sur cotte face, étoblir dans la 
(«impagne une batterie qui l'enfile, et cette batterie devra avoir une de 
ses extrémités en un point du prolongement de AB. Or, on ne saurait 
déterminer cti prolongement à l'oBil seul, en raison de ce qu'on ne peut 
apercevoir de loin deux points, ni mdme sauvent un seul point de la 
Ikce du bastion. Il s'agira donc, en géuiiral, de déterminer le prolou~ 
gement d'une droite invisible AB. Voici comment on pourra faire etc . s 

La solution de Bergerj est d'ailleurs la mâme que celle de Servois; 
elle fournit un point du prolongement, mai* non un point quelconque 
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Les trianglus Pa'b, Qab' et la transversale O'AB donaeul 
O'b _ AP.B6 
OV ~ Att.BP' 
el 

O'a _ Ao.BQ 
O'b'" AQ.Bé'' 
d'oii 

O'a.O'b Aa.B6.AP.BQ 
O'a'.O'b- ~ Aa'.Bô'.AQ.BP" ' ' 

De même, les triangles \aa', Bbb' et la transversale PQO 



par suite 

Oa.Ob _ Qffl.P6.AP.BQ 
Oa'.Ob' ~ Qù.Po'.BP.AQ" ^ ' 

D'autre part, les triangles ANP, BN'Q, coupés par la traos- 
versale A, prouvent que l'on a 

o^ aN frP _ 
ôT'dA'fcN" '■ 
et 

fc[B M[ aQ _ 
6'Q'ftB'aN^ '• 
De ces dernières égalités, on conlut: 
Ao.Bfe _ Qa.Pé 
Ao'.B6'~Q6'.Po'' 
D'après cela, la comparaison dos égalités (1) et (2) établit 
l'exactitude de (C). 

La relation (G) permet de déterminer le point (Y, quelle 
que soit la transversale A considérée; mais cette détermina- 
tion, pour être faite avec simplicité, exige encore quelques 

et si, comme il arrive le plas soavent, le point trouvé est trop éloigné 
du bastiou, le feu de la batterie qui doit enfiler le bastion sera sans effet. 
Ce n'est donc pas un point particulier du proiongcmeat qu'il fiiut délet> 
miner, mais un point convenablement choisi, dans une portion détermi' 
née du terrain. 
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précautions, dans le détail desquellns nous devons entrer, 
avant d'abandonner le problème que nous avons en vue. 

Oq doit d'abord observer que l'égalité (C) semble faire 
dépendre la connaissance du point 0' de la résolution d'uae 
équation du second degré, mais il n'y a là qu'une apparence 
et la raison de la simplification que nous signalons ici tient à 
ce que, en supposant le point 0' confondu avec 0, on obtient 
une solution évidente de (C). Malgré cela, la détermination 
du prolongement de AB souffrirait encore certaines difficultés 
pratiques, si l'on ne faisait pas les observations suivantes. 

Une première remarque porte sur ce fait que AB passe 
par le point J, conjugué harmonique de I par rapport au 
segment MN; cette remarque a été faite par Servois et elle 
ne pouvait évidemment lui échapper. Pourtant, ce point peut, 
dans un grand nombre de cas, être rejeté hors des limites du 
terrain et la question qui nous occupe ne peut être considérée 
comme complètement résolue, par cette seule remarque. 

Mais voici un corollaire du théorème de Garnot conduisant 
assez simplement, et dans des conditions pratiques très 
acceptables, à la solution cherchée. 

Soit FG, une transversale quelconque; supposons que & 



(fig. 172), droite que nous supposerons parallèle & FG, se 
transporte parallèlement à elle même, jusqu'à ce qu'elle vienne 
passer par le point Q (fg. 473); les points o, b' de la première 
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figure TienDeDt alors coïncider avec Qet les segments Oo, 0&' 
soat deux înfiiiiment petits donnant la relation 
, . Oa KG 

D'ailleurR 

l'égalité (C) donne donc 

KG oy -oV 

KF'QU^u-U'* ' 
C'est cette relation qui constitue le corollaire que nous 
avions en vue; elle permet de trouver le point o), point appar- 
tenant à une partie arbitraire du prolongement cherché. 
Celui- ci se trouve donc bien déterminé, si restreinte que soit 
la partie du terrain accessible sur laquelle il pénètre. 

34. La percée d'un bois. — Ce problème de géomé- 
trie pratique a été sou- 
levé par quelques- 
uns (**) de ceux qui ont 
f écrit sur cette matière ; 
il se rattache d'ailleurs 
intimement à celui qui 
vient de uous occuper 
dans le présent chapi- 
tre. 

Voici comment on 
peut poser le problème 
de la percée d'un bois. 

On imagine qu'un certain bois doit être traversé par 
une route, allant du point A au point B ; et l'on propose, 



(*) On voit qu'en supposant KF = KG, on déduit de là le théorème 
classique, relatif aus diagonales du quiidrilatëre complet 

('•) Voyez Betgecy (loc. cit. p. 109). Bei^crj suppose que la direction 
de la percée est complètement donnée d'un cClé du bois ; dans ces con- 
ditions, le problème revient absolument à celui qui consiste à pAilonger 
une droite au delà d'un obstacle ; mais le problème, dans les termes où 
nous l'avons posé, présente un intérêt particulier. 
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pour achever le travail plus rapidement, de faire attaquer la 
percée, simultané méat, aux points A et B, en traçant deux 
alignements, formant une seule et même droite. 

Ayant jalonné une droite quelconque B'A'C dans la partie 
accessible, traçons trois alignements parallèles, AA', BB', 
ce. Toute la question revient à déterminer lo point G, qui 
se trouve sur le prolongement de AB. Une propriété connue 
donne 

cette égalité permet de calculer CC, quand on a chaîné les 
segments BB', B'A, A'C et AA'. 

Il est vrai que la formule précédente est, relativement, 
compliquée; mais on peut, dans la plupart des cas, lui sub- 
stituer, pour la solution du problème en question, une éga- 
lité plus simple que noue allons indiquer. 

Le point G' est arbitrairement choisi ; supposons que, au 
moyen du cordeau, nous prenions A'C — A'A ; puis, joignons 
GA' et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre en M 
avec BB', 

Nous avons . 

CC-=MB'.|;5, 
et, par comparaison avec (1) 

MB'. A'C' = AA'.ffC - BB'.A'C'. 

Mais nous supposons AA' = A'C', cette égalité prouve donc 
que 

MB = B'C. 

De là une construction très simple pour déterminer le point 
inconnu C, avec la fausse équerre et le cordeau. 

On trace les parallèles AA', BB' et, avec le cordeau, on prend 
A'C = A'A; puis, toujours avec le cordeau, BM — B'C; la 
droite MA' et la parallèle à AA', menée par C, concourent au 
point cherché. 

On déterminera, do même un second point sur le prolon- 
gement de AB et l'on aura finalement, de part et d'autre 
du bois, les deux jalonnements qui doivent être prolongés 



1.;. Google 



188 KS3AI SUS LA GtOHÉTRIB 

pour exécuter, comme on l'a proposé, deux percées, partant 
des pointa donués A, B, et coustituant une seule et même 
droite, 

Rhurqui I. — On peut avoir besoin d'évaluer, avant de 
l'entrepreudre, le travail nécessaire pour obtenir la percée ÀB; 
en d'autres termes, on peut demander la longueur ÂB. 

Cette distance s'obtient en observant que 

Rkhabqub II. — Le problème précédent est analogue au 
problème du tunnel; du moins, quand l'obstacle qu'il s'agit de 
percer est tel que les points A et B peuvent être reliés l'un à 
l'autre par un circuit rectiligiie, se maintenant dans un ter- 
rain horizontal. Mais, dans le cas le plus ordinaire, celui où 
l'obstacle qu'il s'agit de percer, de A en B, appartient à une 
chaîne dé montagnes, le problème présente alors plus de diffi- 
cultés; il exige l'emploi des formules trlgonométriques et 
il cesse d'être du ressort de la géométrie de la règle et de 
l'équerre. 

35. Les percées concourantes. — On suppose, dit 
Bergery (loc. cit.), que deux allées pratiquées dans un bois 
concourent en à un rond-point, ou à la grille d'un château ; 
V et l'on veut, en partant d'un 

point pris sur la limite du 
bois, effectuer une percée nou- 
velle, partant de ce point, 
pour aboutir en 0. 

Au fond, le problème re- 
vient à mener, par un point, 
une droite allant passer par 
le point de concours inacces- 
sible de deux droites don- 
nées; et ce problème peut, 
comme l'on sait,8e résoudre 
^'ff- "^- de bien des façons diverses; 

notamment par la considération des pôles et polaires, comme 
l'a montré Bergery. 
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Nous rapporlei-ons d'abord la coustruction qu'il indique ; 
bien qu'un peu longue, elle offre l'avantage de résoudre ie 
prriblëme par des alignements, sans avoir recours à la chaîne, 
ou même au cordeau. 

Soient A, A' les alignements donnés, concourant on ; il 
8'agit de mener par G une droite A' allant passer par ce môme 
point 0. A cet effet, par C, on mené deux transversales AB', 
BA'; les droites AB, A'B' concourent en M. Par M, on trace 
une troisième transversale quelconque MA'B'; on obtient 
alors, comme l'indique la tigure, un point 0'. La droite GC 
étant la polaire de M par rapport aux droites A, A', on sait 
que CG" passe par le point 0. 

Le problème est donc résolu. On observera que les droites 
AB', BA' donneraient, par leur concours, un point en ligne 
droite avec CG' ; cette remarque fournit une vérification de la 
construction précédente. 

Voici, pour le même problème, une construction qui nous 
parait plus pratique; elle 



■o^'.-fi-.. 



permet en même temps 
d'évaluer, à priori, le 
travail de l'entreprise , 
ou, si l'on préfère, la 
dépense correspondante. 

Menons, par G, des 
droites Gn, Gn'.respecti- 
vement parallèles à A et 
à A'; puis, ayant tracé 
deux jalonnements arbi- 
traires mnp, m'n'p', pre- 
nons sur ceux-ci des 
points p, p' tels que 
np -= mn, n'p' = m'n'. 

Si nous menons alors, 
par p et p', des droites S, B' parallèles à A et à A', nous obte- 
nons un point 0'. La droite O'G passe par 0; déplus, nous 
avons O'G = GO. Cette double remarque nous paraltrésoudre 
complètement, et simplement, le problème des percées cûn- 
co niantes. 




1.;. Google 



(00 tïSAt SL'Il LA GËUMÊIRIE 

36. La percée centrale. — Oa suppose qu'une roule. A, 
déjà tracée, traverse uu certaiu bois U et l'on propose, en par- 
tant d'un point C, d'effectuer une percée nouvelle coupant 
la partie ÂB, interceptée par U sur A, en deux segments 
égaux. 

La soluliou de ce problème est des plus simples. Sur A, 

avec le cordeau, on prendra deux segments égaux AA.', BB' 

.. ,^, les points A', B' 

■/^'y-f^j*":' étant choisis de 

'-'"-*"-*'' - i_ 1 telle sorte qu'ils 

soienlvisibles.l'un 

ctl'aufre, dupoint 

C. Ayant mené 

MN parallèlement 

à A, la droite qui 

joint U au milieu 

Fig. 177. J de Mfî passe 

évideramcut p.ir le qiilieu I de AB. 

Si, généralisant ce problème, on voulait couper AB dans 

un rapport donné — ; on voit qu'on devrait prendre les seg- 
ments AA', BB' proportionnels à p et à (/, puis partager MN 
dans le rapport — ■ 



CHAPJTBE IV 

LA l>ISTANCE AU POINT INACCESSIBLE 

Nous abordons maiiitcnaul les dilléreuts proiilèiiius qui 
concernent un point supposé inaccessible. Parmi ces pro- 
blèmes, le plus connu, et aussi le plus intéressant, est celui 
qui se propose de mesurer la distance d'un point donné, 
accessible à un autre iioint inaccessible. 

Nous avons déjà, au chapitre II, à propos du problème de 
la largeur de la rivière, examiné ce problème, pour lequel 
nous avons indiqué divt'rses solutions. Mais nous reprenons 
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ici cette intéressante question pour la trailerpar des procédés 
variés et avec les développements qu'elle comporte. 

37. Les solutions par la fausse équerre.— Prehiëue 

Solution. Soit C le point situé daua la partie inaccessible U; 
on propose de déterminer la distance du point donné 0, à co 
point C, 

Dans la partie accessible V, tragoos un jalonnement AB 
et prolongeons, suivant OD, la ligne OC. Plaçons ensuite 
la fausse équerre en un point ,.-c 

arbitiaire A et jalonnons la direc- ,--'.■',' 

lion AD donnée par l'une des 
branches , l'autre branche étant 
dirigée suivant AC. Sans toucher 
aux branches qui indiquent alors 
l'angle DAC, on détermine, par 
tùtoDDements, un point B do A, duquel ou voit les points C 
et D sous un angle supplémentaire de DAC. Noua disons 
qu'il ne faut pas, pour l'opération que nous décrivons, 
modifier la position des branches de la fausse équerre; 
car, suivant qu'on vise deux directions des branches, oii, an 
contraire, l'une d'elles et la direction opposée de l'autre, on 
obtient évidemment deux angles supplémentaires. En un mot, 
la fausse équerre donne, en mime temps, «n angle 6 et l'angle 

Tt- 6 . 

Ayant mesuré, avec le ruban divisé, les longueurs OA, 
OB, OD le théorème de Ptolémée donne 

Deumëub SoLLTiOM. — Traçous, dans la réyion du terrubi 
sur laquelle on peut opérer, une base OA et jalonnons les 
parties accessibles OE et AC des droites MO et MA. 

Si nous effectuons le tracé qu'indique la figure, dans 
laquelle CD et AB sout parallèles à OK, une propi icté connue 
donne 

I _ I I 

^ ~ CD ~ Âï( * 
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Cette égalité permet de calculer OM, quaud ou a mesuré 
CD et AB; ce calcul se trouve d'ail- 
leurs ioiiuédiateinent fait quand ou 
.' \ possède uue table des inverses des 

;' ; nombres entiers. Nous avons déjà, 

/ \ précédemment, et à plusieurs repri- 

; '. ses, fait allusion à celle-ci; el nous 

/ V aurons encore, dans la suite, plus 

/ \ d'une occasion de préconiser son 

emploi dans les opérations d'arpen- 
tage. Nous allons, daus le paragra- 
phe suivant, faire connaître, à propos 
du problème qui nous occupe, la 
pratique de cette table. 
^'3- "*■ Mais avant d'aborder cette espo- 

sitiou. nous indiquerons encore deux solutions, presque aussi 
simples que la précédente et qui s'appliqueraient au cas oîj, 
pour de certains motifs, les chaînages ne pourraient être faits 
que sur la droite allant du point donné au point inaccessible. 



Troisième Solution. - 



Prenons, sur la partie accessible de 
OM, un point arbitraire Q pour 
le joindre à un autre point A, 
pris en dehors de OM, mais, 
bien entendu, dans la partie 
accessible. Menons alors CB 
parallèlement à OQ; soit D le 
pointdeconcoursdes lignes OC, 
BM; AD coupe OM en un 
point P. 
Nous allons montrer que 
I 1 I 

ÔM" ÔP~ ôq' 
En clTot, le triangle AOP et 
Fig. ISO. la transversale BDM donnent 

MO DP BA_ 

mp'da'bo" '■ ^^' 

, de même en considérant le triangle APQ et la 
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transversale GDO 

^ DA CQ_ ^ 

ôq'dp'câ" '" ("^ 

Multiplions (1) et (2); en observant que GB étant parallèle 

à OM, les rapports g—, -^ sont égaux, il vient 

MO.OP = MP OQ, 
ou 

OM.OP = (OM - OP)OQ 

ou enfin 

ÔM^' ÔP ~" ÔQ" **' 
On peut alors, comme dans la solution précédente, pour 
calculer rapidement OM, utiliser la table des inverses; on 
observera, et la figure a été faite pour montrer l'utilité de 
cette remarque, comment la construction précédente s'appli- 
que à la mesure de grandes distances. Le triangle OAQ, qui 
sert de base aux opérations, peut être "tracé dans un espace 
de terrain aussi restreint qu'on voudra; seulement, dans le 
cas oîi le point M est très éloigné de 0, les droites AP, AQ 
sont trfes voisines l'une de l'autre. En effet, si PQ tend vei-a 
zéro, OM croit indéfiniment. 

Quatrième Solution. — Pour obtenir la distance du point 
au point inaccessible A, on choisit un point 0' dans la 
partie accessible et, 

avec la fausse équerre, ,-;:--"'*'*' 

on relève l'angle OO'A. .,--"'.'■' 

On peut alorsjalouner c-'''^ '' 

une droite O'B dirigée ^.--^^^cf]^^ 

de telle façon que OO'B ^. .--^ *^S * ^^ Fig. isi. 
soit précisément le 

supplément de l'angle OO'A, cliose bien facile puisque la 
fausse équerre donne, tout à la fois, un angle et son supplé- 
ment. La perpendiculaire élevée au point 0' à la droite 00 

('} Cette propriété Temarquablc, sous une forme âilfërente, fait partie 
des trente-buit lemmes de Pappus sur les PotismeBd'Euclide'.ChaBles, 
(ej troii livres des Porisntes, p. 89; lemma Vld, 
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rencontre OA en un certain point C; la ponctuelle OBCÂ. est 
harmonique et l'oa a 

I _ 2 I 

ÔÂ~ÔC ~ OB' 

38, La table des inverses. — Imaginons le tableau 
suivant dans lequel la colonne désignée par N renferme la suite 
naturelle des nombres entiers ; tandis que, en regard de ces 
nombres, et dans la colonne I, sont écrits leurs inverses. 



N 


I 


N 


I 


N 


I 


2 


0,5 


68 


0,01470 






3 


0,3» 


69 


0,01449 






4 


0,25 










S 


0,2 










6 


0,i6« 










7 


0,14285 


77 


0,012987 


227 
328 


0,00440 
0.00438 


33 


0,Ô3 


93 


0,010752 






H 


0,02941 










3S 


0,0285- 










36 


0,027* 














97 


o,oio3i 


396 


o,ioi5 






98 


0,01020 










99 


0,01 






66 


o,oi5 


100 


0,01 






67 


0,01492 











(*) NouB aTous, comme on le voit, ù,it figurer dans ce tableau, linéi- 
ques nombres seulement, pour donner une idée de sa composition. 

L'aslérisque placée i cfltd d'un cliiffre veut dire qu'il doit être 
indéfiniment répété. Ainsi nous écrivons o,3* au lieu de o, 333. .. pour 

représenter ^ . Do môme, 0,027* est écrit k la place de 0,02777. - ■ 
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Voici l'usage qu'on peut faire de cette tablo. Supposons 
connus les nombres a, b et admettons d'abord que nous con- 
sidérions seulement des nombres entiers. Dans la table, en 
regard des nombres a et 6 se trouvent écrits deux nombres, 
dans la colonne I; on en fait la différence 3. Avec un peu 
d'habitude, cette diiféreuce peut se faire de tète; puis, on 
cherche, dans la colonne I, le nombre S. Si 3 se trouve 
écrit dans cette colonne; en regard, on pourra lire la dis- 
tance cherchée. Si non, on trouvera que 3 est compris entre 
deux nombres consécutifs h', 3" de la colonno I; en prenant 
pour X le nombre entier écrit en regard de S', ou celui qui 
est placé en face de S", on aura donc, à une uoitô prës, par 
défaut ou par excès, la longueur inconnue. 

Ainsi, de simples lectures permettent de trouver la longueur 
do X et cette observation s'applique à toutes les formules 
dans lesquelles entrent, uniquement, l'inverse des quantités 
données et l'inverse de l'inconnue, sous une forme linéaire. 
Appliquons ceci à quelques exemples numériques. 
1° £n cherchant la distance d'un point à un point inac- 
cessible (fig. 179) on a relevé OD ^ 33 et AB = 36. En face 
de ces nombres, on Ut dans la table: o,o3 et 0,027*. ^^ 
différence est 0,003 5. On cherche ce nombre dans la colonne I 
et, on regard, on lit 3g6; le point inaccessible est donc à 396 
mètres du point oh l'on se trouve place. 

2»Prenon3 un autre exemple, et supposons que les opérations 
du chaînage fournissent les nombres suivants : 
AB = 93, CD = 77. 

qui représente ^. Lorsqu'uno barre est placée m-dessus de plusieurs 



D'iprëscela, o,o3 veut dire o,o3o3o3, , nombre ê$ 



Dana la pratique, il suffirait, pour lo plus grand nombre de cas, d'avoir 
une table s'ëteadaDt aux nombres de i k 1000, les inverses étant calculifs 
avec 3 ou 6 décimales. 
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La table donne pour les nombres inverses correspondants : 
0,010752, et 0,013987, 
dont la différence est 

0,002335. 

On chcrctie ce dernier nombre dans la colonne I et l'on trouve, 
en regard de 448, le nombre 0,002232; et, 0,002237, en face 
de 447. La distance demandée est donc 447", par défaut; et 
448", par excès. 

En effectuant directement le calcul, ou trouye que la dis- 
tance exacte est : 

447,5635. 

Mais, dans la pratique, et pour de telles distances, il suffit 
de connaître, à un mètre près, la longueur inconnue; 
d'ailleurs, les erreurs qui s'attachent nécessairement aux opé- 
rations pratiques détermioant les longueurs des segments 
accessibles, ne permettent pas, évidemment, de compter sur 
une approximation meilleure. 

3° Choisissons un dernier cas, dans lequel les longueurs 
considérées sont plus petites que celles que nous avons envi- 
sagées dans les exemples précédents. Il fuut alors, bien 
entendu, que les mesures soient prises avec plus d'approxi- 
mation et tout au moins, à un décimètre près. 

Imaginons donc que nous ajions trouvé 

AB ^ g^.go, et CD = ô^.go. 

En observant que la formule que nous employons : 
I _ I 1 

œ~ Ud~ âb' 

peut s'écrire, quel que soit X, 

hh~\.GD~ï.AB' 
on voit qu'on pourra toujours, par l'application de cette 
remarque, se débarrasser des décimales qui peuvent entrer 
dans l'évaluatiou dos nombres représentant les longueurs AB, 
CD; il suffira de les multiplier par uue certaine puissance de 
10 et, après avoir fait le calcul avec les nouveaux nombres, 
on divisera le résultat obtenu par une puissance de 10, égale 
à celle que l'on a introduite. 
Ainsi, dans l'exemple numérique que nous considérons. 
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nouB prendrons, daos U table, les nombres 
0,01449, OiOIOlO 
qui correspondent à 69 et à 99; la différence donne 
0,00439. 
Nous reportant alors à la table, nous trouvons que les 
nombres . 

227 et 228 
correspondent, respectivement, à 

0,00440 et 0,00438. 
D'après cela la distance cborchée est comprise entre 

22°',70 et 22"',8o. 

Le calcul direct doniie 32"',77 ; mais, encore une fois ces 
opérations effectuées sur le terrain ne comportent pas assez 
de certitude pour qu'il j ait lieu de rechercher quelques cen- 
timètres, en plus ou en moins, sur une pareille longueur. 
La tolératwe, c'est-à-diro la différence qu'on peut accorder 
entre les résultats obtenus et les résultats vrais, no comporte 
pas des approximations aussi grandes ; elles ne doivent donc 
pas être recherchées. 

Âinai, la table des inverses, dont nous venons d'indiquer 
le maniement, fournit toute l'approximation désirable, toute 
celle du moins qui est compatible avec les erreurs inévitables 
des mesures que l'on doit effectuer pour la recherche de la 
longueur inconnue. 

On observera que la construction indiquée par la fig. 179 
peut être réalisée en prenant, pour base des opérations, un 
terrain aussi limité que l'on voudra et que les points 0, D, A, 
qui servent de base à la construction, sont arbitrairement 
choisis. Dans ces conditions, et avec le secours de la table 
des inverses, on voit que la solution que noua venons de 
proposer a bien, au plus haut degré, le caractère pratique, si 
désirable pour te problème que nous venons de traiter, l'un 
des plus importants dans l'art de la guerre. 

40. La solution de Schooten (*). — Les solutions 



(•) Schooten, loc. cit. p. 160-103. 

Cette Golulion de Scboolen a été retrouvée par Camot dans son ouvrage 
Hur la CorrêlaUon des Figura (Duprat, libraire pour les mathématiques, 
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précédentes nécessitent l'emploi de l'équerre, ou tout au 
moins celui de la fausse équerre; celle que nous allons 
indiquer maintenant, d'après Schooteu, n'csigo que des 
alignements. 

Cette solution repose sur la propriété dos diagonales 
d'un quadrilatère complet qui se coupent, en déterminant, 
mutuellement, sur chacune d'elles, une ponctuelle harmo- 
nique. 
4" Ayant effectué ; 

/ ;■ dans la partie acces- 

/ ! ; sible du terrain, la 

/ ; ■ construction îndi- 

î ; quée sur la figure, 

/ j : laquelle ne demande 

/ 1 ■; que l'emploi du jalon, 

le théorème auquel 
nous venons de faire 
allusion donne 

I _ 1 3 

CM ~ CK "Cl" 
On utilisera la ta- 
ble des inverses pour 
Fig- 'St. le calcul do la lon- 

gueur CM donnée par cette formule. Il faut, il est vrai, 
doubler le nombre qui, dans la table en question, est écrit 
eu regard du nombre CI. Mais cette multiplication se fait 
sans effort et elle ne constitue pas une dérogation sensiblu 
aux conclusions que nous avons formulées plus haut, quand 
nous avons cherché à mettre en lumière les avantages qui 
ressortent de l'emploi de la table des inverses. 




au IX, § 191, p. 135), et donnée, sous t 
(p. 58). Mais elle est, comme on le 
prob^Iement, à Schooten lui-in3me. 

Je profite de l'occasion que me fournit ici la flom de Carnot imur 
réparer l'oubli commis parmoi, lorsque j'ai écrit l'introduction du présent 
ouvrage, en ne citant pas la Corrélaiion des Figitret, In GèomÉlrie de 
position et l'Essai sur la théorie des transversales, parmi les importantes 
publieations qui intéressent la Géométrie de la Règle. Oa trouvera 
H'ailleurs, au chapitra suivant, la solution même de Carnot. 
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41. La solution de Mascheronl. — Mascberoni, dans 
ses Problêmes de Géométrie pratique (*), etc., présente quinze 
solutions du problème qu'il énonce dans ces termes : mesurer 
ta droite OM dont on ne peut approcher qu'au point 0; mais, 
de ces solutions diverses, celle qui est certainement la plus 
pratique repose sur le théorème de MénélaUs. 

Si l'on considère le triangle OBC et la transversale ÀBM, 

OA DB MC _ , ,/" 

ab'dc'mo ~ '' // 

d'oîi, en remplaçantMG par OM — OC, 

OM. ^^■«'^■'^^ - 



"OA.DB - AB.DC 

On peut simplifier notablement 
cette solution, et Maschoroni en a fait 
la remarque, eu supposant : A au mi- 
lieu de OB; ou, dans une autre hypo- 
thèse, D au milieu de CB. 

Le théorème de Gergonne fournirait " 
une solution analogue. Cette solution, fis'. IS3. 

et aussi celle do Mascheroni, ne sont pas sans intérêt, même 
au point de vue pratique, parce ^ 

qu'elles n'exigent, comme celle de /i 

Schooten, que des jalonnements et / j 

l'usage d'un simple ruban, divisé en / 

mètres. / j 

42. La solution de l'équerre. / 

— Imaginons que l'on jalonne une / ; 

droite A dans une direction arbitraire, / j 

mais non perpendiculaire à OM; puis, ^f'~~~~~~^ \ 

déterminons avec l'équerre la projec- o a 

tion de M sur A et, du point A, ainsi Fig. 18S. 
obtenu, abaissons une perpendiculaire AB surOM. Nous avons 
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et cette égalité permet, assez commodément, le calcul de OM ; 

celui-ci n'esigeaut, finalement, qu'une multiplication et une 

,f*' division. 

/ i Onpeutmodiflercetto solution comme 

/ j l'indique la fig. ISS dans laquelle le 

1 triangle rectangle B'A'M' donne 

y L. --W- 

/""^^.^^ Dana cette construction, on suppo- 

/ ^'^ se, bien entendu, O'Â' perpendiculaire 

Fig. 185. sur B'M'. 

43. La distance au point Invisible et inacces- 
sible. — La détermination de la distance d'un poiut donné 
â un point inaccessible peut se traiter de mille façons diffé- 
rentes; toutes les relations métriques qui existent entre les 
éléments d'une figure, ou presque toutes, fournissent, en effet, 
autant de solutions de ce problème. 

Cette observation s'applique, dans une certaine mesure, au 




Fig. ise. 
problème, plus difficile, que nous abordons maintenant et 
dans lequel on suppose que le but, étant, tout à la fois, inac- 
cessible et invisible, se trouve simplement déterminé par 
deux jalonnemeits à, A', parlant des points A et B. Ces ali- 
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goements, bien oateudu, sont, supposés accessibles sur une 
certame longueur, à partir de ces points. 

Nous nous bornerons à la solution qu'on va lire et qui 
nous parait, surtout quand on s'accorde la table des inverses, 
d'une pratique sûre et rapide. Un seul côté de ce problème a 
été soulevé par Servois lorsqu'il s'est proposé, et nous revien- 
drons noua-même sur ce point, quand nous traiterons, dans un 
chapitre suivant, certains problèmes d'Artillerie, deviser un but 
invisible. Mais, pour que la question ainsi posée, soit complè- 
tement résolue, il faut pouvoir déterminer: 1° la direction du 
projectile, et 2° la longueur de la distance qu'il doit parcourir. 

Voici comment on peut répondre à cette double question. 

Soit le point d'oîi il faut viser le point inaccessible et 
invisible M; on détermiue d'abord, par un des procédés 
connus, le point 0', conjugué harmonique de 0, par rapport 
à AB, Si l'on trace les alignements OPQ, PB ot ÂQ, on ob- 
tient un certain point C. La droite OC est la polaire de 0' par 
rapport aux droites MA, MB; OC passe donc parle point M; 
c'est la ligne de visée. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la longueur de 
OM, et, à cet effet, ayant mené PP' et QQ' parallèlement à 
OC, démontrons l'égalité 



OM ~ PP' QQ' " 


" OC 


Lo théorème de Gergonne donne 




OC PC QC 
OM "^ PB * QA 


= .. 


PC CB 
Ma„ona p5 = ■ - 55 = ■ - 


CO 

pp. 



QC CA CO ,„, 

" QI = --QA' W- ■ "' 

Les égalités (1), (2) et (3) donnent 

OC CO CO _ 

OM "^ ' PP' QQ' "^ '^' 

Cette égalité permet de calculer OM. quand ou a releré les 
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longueurs 00, PF et QQ'; le calcul so fait d'ailleure rapide- 
meut quand oo fait usage de la table des inverses. 

RiMAiiaiiE. — Si l'obstacle qui rend le point M invisible 
quand on se place en permet de chaîner OD, on peut 
encore abréger le calcul que nous venons d'indiquer en obser- 
vant que, la ponctuelle (0, C, D, M) étant harmonique, on a 

1 _ a I 
ÔM~ÔD ~ÔC' 

D'ailleurs, on peut toujours réaliser la construction indi- 
quée, dans les limites accessibles du terrain, en effectuant 
celle-ci, au bosoin, de l'autre côté de AB, Mais, dans ce caa, 
la formule employée pour le calcul de OM devrait être modi- 
fiée conformément à ce principe, que si quatre points, situés 
on ligne droite, et formant une division harmonique, sont 
placés dans l'ordre Â, B, 0, D, on a 

2 _ I l 
AC~ÂB "^ÂD" 

Comme l'observe avec raison Bergery (loe. cit., p. 42i), 
ce problème so rencontre fréquemment dans certaines opéra- 
tions pratiques, quand il s'agit, par exemple, de mesurer la 
largeur d'un bois, d'un groupe de maisons; ou encore, l'épais- 
seur d'une montagne, c'est-à-dire, la distance de deux points 
opposés, pris sur sa base, etc. 

Il va, sans dire, que les deux alignements i, A' peuvent être 
indifféremment choisis de part et d'autre de 0, comme dans 
la figure que nous avons considérée, oudumèmecâté; ou adop- 
tera l'une ou l'autre de ces deux dispositions, suivant la nature 
du terrain et les dimensions de l'obstacle placé entre et M. 

44. Examen d'un cas particulier. (La solution 
de l'équerre.) — Dans le problème précédent, nous avons 
supposé que l'on pouvait, parle poiut 0, tracer une base sur 
laquelle il était possible de trouver deux positions A et B 
d'ob l'on apercevait le but M. Mais, dans la pratique, les 
points A et B en question ne sont pas nécessairemeat placés 
en ligne droite avec ; de plus, la méthode que nous avons 
indiquée exige des jalonnements assez multipliés. On opère 
plus rapidement avec l'cqucrrc, en procédant comme il suit : 
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Élevons, en A et B, des perpendiculaires à MA et à MB ; nous 
obtenODS aioei un certain point 
G; traçons, parO, des parallèles 
OB', OA' aux directions MB, 
MC, Ces parallèles sa détermi- 
nent, en même temps que l'on 
jalonne les droites BC, AC, eu 
plaçant l'équerre sur BC, par 
exemple, en un point B' tel 
que OB' soit perpendiculaire 
sur BC. Si, par les points B', 
A', nous élevons des perpen- 
diculaires à B'O et à A'O, 
elles se coupent en C et la 
droite CC coupe AB en un 
point 0' qui est situé en ligne 
droite avec les points M et 0. 

En effet, les deux quadrilatères MB AC, OB' A'C, ayant: leurs 
côtés parallèles, et deux de leurs diagonales AB, A'B' con- 
fondues en direction, sont homotliétiques; le centre d'homo- 
thétie 0' est donc situé sur cette droite AB. 

AinsijladroiteOO'donnelalignedeviséeverslebutinvieible. 

Quanta la distance inconnue MO, elle est donnée par l'égalité 

M0 = 00'.^,. 

45. Solutionsdiverses. — Nous 

résumons rapidement, dans ce para- 
graphe, quelques solutions du présent 
problème, solutions qui se font remar- 
quer, parmi beaucoup d'autres, par 
un caractère particulier de simplicité, 

l" Le théorème des trois hauteurs 
d'un triangle, théorème que nous 
avons utilisé déjà (§ 23) pour un 
autre problème, s'applique remarqua- 
blement bien à celui qui nous occupe ici. 

Jalonnons OA dans la partie accessible et, avec l'équerre 




(t'ig- ««) 
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abaiB80Q3 sur OÀ et sur ÀM Igb perpendiculaires MH, OB 
qui se coupent en E. Sur l'alignement AK, ainsi obtenu, 
on abaisse do une perpendiculaire OG ; OC représente la 
ligne de visée vera le point invisible. 
Quant à la distance OM, elle est donnée par l'égalité 

2" Soit toujours (fig.189) le point d'oii il faut viser le 

^ but M caché par un obstacle. On 

//'\ jalonnera les parallMes ÀB et CD; 

// \ À et B désignant deux points d'oli 

/ / \ l'on peut apercevoir le but. On par- 

/ j^ \ tagera CD au point 0', dans le 

, AO 



tt± 



se faire par le chaînage des lon- 
gueurs AO, AB, CD et par lo cal- 
cul de CO' au moyen de la formule 

™' = A0(^). 

La ligne do visée 00' se trouve ainsi déterminée; quant à 
la distance OM, elle résulte de la formule 

Dans la pratique, on peut toujours s'arranger de façon que 
le rapport — =. qui entre dans la foimule précédente, soit égal 

à -. ou à -, . . . en un mot, de la forme ■ Alors on a 

24 n+ I 

0M = (11+ 1)00', 
formule bien commode pour calculer OM. 

Pour réaliser cette disposition favorable des parallèles AB 
et CD, on prendra, sur i, de A en B, n + i fois la^Ionguour 
du cordeau ; et, de A en II, n fois seulement cette même lon- 
gueur. Ayant tracé HD parallèlement à AC, c'est par le 
point D qu'on jalonnera la droite A' parallèlement à A. 
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3'' Traçons, dans la partie accessible, un alignement A pas- 
sant par le point et cher- 
chons, sur i, un point A d'oîi ,1^ 
l'on peut apercevoir M ; puis / ■'■■. 
menons AO' perpendiculaire- / '; \ 
ment à AM. Ayant relevé, / 
avec la fausse équerre, l'an- J^^ '■ ■■ 
gle OAM, on se transporte /^^^ "'■ 
sur AO' en un point B que ^W^^ i 
l'on détermine de telle sorte ^<c^^^ i '.^ 
que, de ce point, on aper- \ 
çoive OM sous un angle 
égal à OAM, Alors, la ligne 
de visée est perpendiculaire 
àOB. 

Pour évaluer OM ; ayant 
prolongé MO jusqu'à sa ren- "^ ^'9- ""• 

contre en 0' avec A'B, on observera que, dans le quadrila- 
tère inscriptible OMAB, on a 

0'0(0'0 + OM) = O'B.O'A. 

Cette égalité permet de calculer OM. 




CHAPITRE V 



LES PDOBLÈUES DU POINT INACCESSIBLE 



La position d'un point M dans une région inaccessible, sou- 
lève évidemment des problèmes différents de celui que nous 
avons traité dans le chapitre précédent. On peut demander, par 
exemple, d'évaluer la différence des distances du point inac- 
cessible à deux points donnés, ou le rapport de ces distances, 
etc. On peut aussi se proposer d'évaluer la longueur de la 
perpendiculaire abaissée de M sur une droite donnée; puis, 
imaginer que le point inaccessible soit mobile, et deman- 
der alors comment varie sa distance à un point donné, fixe, ou 
même mobile, ainsi qu'il arrive dans le problème de la pour- 
suite, etc, etc.. 
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Ces différeotos questions vont nous occuper; mais nous 
examinerons d'abord un cas particulier du problème ^éaé- 
rsl. traité au Chapitre précédent. 

46. lie Problàme de la plate-forme. — Noua suppo- 
sons qu'on ne puisse se mouvoir que dans un espace très 
limité, comme celui que présentent les talus d'une forteresse, 
la terrasse d'un château, ou même le pont d'un bateau ; et, dans 
ces conditions, nous voulons déterminer la distance qui sépare 
l'observateur d'un point B, visible dans l'espace environnant-, 
on pourra, si l'on veut, supposer que R est, relativement, assez 
éloigné. 

i' Une première solution découle du théorème de Obasles 

(Première partie, % p. 9). Prenons, sur la plate-forme donnée, 

un triangle DPQ aussi grand que possible, 

/ R? et dont un côté PQ passe par le point 

/ / visé. Déterminons ensuite, entre les côtés 

/ / DP,DQ,unedroiteACpaasantparR; enCn, 

traçons AP et CQ. Le théorfeme cité donne 

AC.BP.DQ 



RC- 

Fig. loi 



~ BA.DQ - AD.BP 
Comme le point A peut être pria arbi- 
trailement sur DQ, en choisissant pour A, 
le milieu de DQ la formule précédente se simplifie, et l'on a 

2° La solution de Camoi. Soit ABCD la plate-forme donnée; 
effecluons les tracés indiqués (fig. 192); nous 
l'y! allons montrer que 

/// ^^j i^ 

OR OH OK ■ 
£q effet, K, 0, H, R formant une ponctuelle 
harmonique; donc 



HO BH RK 



;(A) 



OR OR + OK OR -OH OR' 
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OK _ QH 
OB + OK~OR-OH' 
Cette dernière égalité donce bien 

ÔR ^ ÔH ~ ÔK ' *** 

relation connue, qu'on pouvait écrire immédiatement, en 
appliquant la formule (Â) et en tenant compte de ce l'ait que 
OE est de signe contraire à OH et à OR. 

Celte BolutioQ diffère peu de celle qu'a proposée Carnot et 
à laquelle nous avons fait allusion au Chapitre précédent. 
Voici d'ailleurs, explicitement, la solution proposée par Carnot 
pour mesurer la distance, d'un point donné A, à un autre 
point R visible, mais inaccessible. 

Dans la région accessible, effectuons les jalonnements 
qu'indique la jig. 193; la ponctuelle AOBR (*) 
est harmonique et l'on a ^ 



AR AB AO' ^^' 

Carnot donne la valeur de la distance 
inconnue ÂR sous la forme équivalente 
AB.OA 
AR = 



// 



Fig. fM 



' OA-OB 
mais les formules (I) et (2) sont plus com- 
modes, quand on fait usage de la table des 
inverses. 

3° La Solution par l'équerre. Soit OB la ligne de visée, R étant 
le point considéré ; traçons AB perpendiculairement à OR et 
prenons, sur la plate-forme donnée, deux points A, B, symé- 
triques par rapport à 0, de telle sorte que AB ait toute la lon- 
gueur possible. De B, visons de nouveau le poiut R ; puis, 
joignons A à un point G de cette ligue de visée; enfin abaissons, 
sur AB, la perpendiculaire CH. AC rencontre OR eu M et il 
est facile de reconnaître que 

12 I 

0R~ CH ~ Tm' 
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Cette propriété peut être considérée comme étant une 

coBBéquence de celle que nous avons utilisée tout h l'heure 

Ou peut aussi l'établir en appliquant le théorème de Méné- 

lalla au triangle ORB et à la transversale GMA, On a, en effet 

nr- CB MR A0_ 

■ \ gr'om'ab"'' 

I \ CH OR ~ OM _ 

""^ OR-CH* OM ~ ^' 

De cette relation, ou déduit 



CH OR OM 
Cette égalité résulte encore, si l'on veut, de ce fait que CA, 
GB, CO et la parallèle menée pai' G, à AB, forment un faisceau 
harmonique. On observera d'ailleurs qu'elle subsiste, si l'on 
suppose OR non perpendiculaiie sur AB. 

47. Différence des distances entre un point inac- 
cessible et deux points donnés. — Baus certains cas, 
on peut proposer de reconnaître si un 
/ /S point inaccessible est plus rapproché 
/ / / d'un point A que d'uu autre point B. Ou 
/ ,' peut aussi demander d'évaluer la diffé- 
rence OA — OB, sans rechercher, séparé- 
ment, les longueurs OAetOB. 
Voici une solution de ce problème. 
Jalonnons BM, parallèlement à OA et, 
avec le cordeau, prenons BM = BN — /, 
l désignant la longueur du cordeau. 11 
suffit alors de jalonner AK, parallèle- 
ment à MN; BK représente la différence cherchée. 

Dans le cas où l'on veut seulement apprécier si, au point 5, 
on est, ou non, plus rapproché deO, qu'on ne l'est en A; alors, 
la fausse équerre indique immédiatement le résultat demandé. 
Il suffit de relever, en A, l'angle BAO ; et, après l'avoir trans- 
porté en B, d'observer si l'angle ABO est, ou n'est pas> plus 
grand que celui qui est marqué par l'instrument. 

On observera que, si l'on connaît la distance de A à un 
point inaccessible 0, le problème précédent donne le moyen 
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d'obtenir les distances de tous les autres points accessibles, 
à ce mftme point 0; celte remarque s'applique au problème 
suivant. 

48. Évaluer le rapport des distances entre un 
point Inaccessible et deux points donnés. — Au 

milieu de ÂK (fig. 195), élevons une perpendiculaire HB; 
cette droite élaut la bissectrice de l'angle AOB, nous avons 

OTRB 

0A~ RA' 
Il safRt donc de chaîner les longueurs RB, RA, puis de 
prendre le rapport des deux nombres obtenus. 

49. Remarque. — Les constructions inàiquéesdaoslesdeaz 
paragraphes précédents fournissent deux relations entre OA 
et OB; elles font connaître la dilTéreocu et le rapport des 
distances OA et OB; elles les déterminent donc complètement. 
On pourra, avec avantage, adopter cette méthode, lorsqu'on 
aura besoin, simultanément, des deux longueurs OA, OB. 

50. Distance d'un point Inaccessible à une droite 




Fig, ise. Fin. *»•* 

accessible. — Soit AB la droite proposée; on considère 
un point 0, situé dans une région inaccessible U, mais 
visible ; on demande d'évaluer la distance OH, de à AB. 

QioHÉTiUE DE LA RiGLE. 14 
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1" Abaissons la perpendiculaire BK sur OA, puis pro- 
longeons-la jusqu'à ce qu'elle rencontre HO au point G; les 
triangles semblables GUB, AHO donnent 
AH.BH 



0H=~ 



GH 



2° On peut aussi utiliser la propriété si remarquable du 
trapèze (Première partie, § 14). 

Ayant fait la construction indiquée (fy. 197), la propriété 
rappelée donne 



OH GB DA 
Examen (f «n cas particulier. — Mais ces méthodes exigent 
que le pied H, de la perpendiculaire abaissée do 0, sur AB, 
o soit placé dans la partie accès- 

^" sible V; supposons, comme le 

^ ^ montre la fig. 198, qu'il n'en 

^ soit pas ainsi. 
„ 1 ^ ' 1° Élevons P'A, CB respee- 

tntment perpendiculaires sur 
OA, OB ; puis projetons le 
point 0', en H', sur AB. Nous 
observerons d'abord que les 
points H et H' sont isotomiques 
sur AB, c'est-à-dire symétriques 
par rapport au point M milieu 
de AB. En effet, le quadrila- 
tère 00' AB est inscriptible et 
''*^- "'■ le centre u> est situé au milieu 

de 00'. La perpendiculaire abaissée de oi sur HH' tombe 
donc au milieu de ce segment; d'autre part, AB étant une 
corde du cercle considéré, cette perpendiculaire tombe aussi 
au milieu de AB. Ainsi HH' et AB admettent le même point 
milieu ; en d'autres termes, H,H' sont isotomiques sur AB. 

Gette retnarque étant faite, observons que'les triangles 
semblables O'AH', OAH donnent 
OH _AH 
AH' ~ O'H' ' 
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AH = H'B, 
H'A.U'B 



OH- 



O'H' 



Cette égalité permettra de calculer OH, quand on aura 
relevé les longueurs O'H', H'Â, H'B. 

f La solution précédente est, dans la pratique, assez simple, 
aussi simple dn moins que parait le comporter la nature du 
problème; mais elle exige que le point H', iaotomique de H, 
sur AB, soit situé dans les limites du terrain sur lequel on 
opère. Dans certains cas, si le point H est très éloigné de U, 
cette condition pourra n'être pas remplie ou, tout au moins, 
le grand éloignement de H' pourra donner lieu à de longs 
chaînages et à des difficultés pratiques, de natures diverses. 

Voici, pour ce cas particulier, une solution qui n'exige que 
des chaînages exécutés dans le voisinage des points donnés. 

Abaissons la per- 
pendiculaire BG mr 

OA. Nous avons d'à- ^Is^ 

bord 



OH = BG. 



, OA 
BÂ' 



Menons mainte- 
nant, par C, une pa- 
rallèle CD à OB ; nous 
avons 

OA_CA 
BA"DA' 
et par conséquent, 
BC.CA 
^ DA 



OH -. 




61. Distance d'un point inaccessible S, très éloL 
gné, à une droite donnée AB. — Dans certains cas, le 
point considéré est très éloigné, et visible seulement dans 
les lunettes. On peut imaginer, pour résoudi* ces problèmes 
dans lesquels on fait entrer la considération de grandes di^ 
tances, un appareil formé de deux lunettes superposées, dis- 
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posées sur ud pied pouvant se flser sur le sol, et dont les 
directioDS soDt rigoureusement rectangulaires. Au fond, cet 
appareil eat une équerre ordinaire, à 
l'usage des grandes dislances. Voici 
comment on peut l'utiliser pour la 
solution du problème qui nous occupe. 
A.UX points A, B visons le point 
,B S , puis jalonnons les droites partant 
de ces points, perpendiculairement aux 
" directions AS, fiS. Nous obtenons 

ig. too. ainsi un point 0; pour des raisons 

évidentes, il 3e projette sur AB en un point H' isotomiquc 
de H, projection de S sur AB. Les triangles semblables BOH', 
SBH donnent, d'ailleurs, 

BH-.BH 

Et comme AH' = BH, 

nous avons finalement 




Cette formule permet de calculer la distance inconnue SH 
au moyen des longueurs AH', BH', OH', faciles à chaîner; 
car elles sont aussi petites que l'on voudra, bien que SH 
puisse être très grand. 

Bbharqug. — On observera que la solution précédente 
n'csige nullement que le point H soit déterminé et, dans cer- 
tains cas, s'il existait par exemple un obstacle entre H et S, 
cette détermination ne serait pas facile. 

Nous rencontrons ici, incidemment, une solution du pro- 
blème suivant : Abaisser d'un point S, inaccessibk, une perpendi- 
culaire sur une droite accessible AB ; S étant invisible du pied H 
de la perpendiculaire en question. 

On détermine le point H', comme nous l'avons expliqué; 
puis ou prend l'isotomique H. 

62. Distanoe à un but inaccessible, mobile sur 
une trajectoire rectiligne. — Nous allons supposer, 
maintenant, que le butproposéestmobile sur une trajectoire; 
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mais noue D'examinerons que le cas ob cette trajectoire est 
rectiligne; mais nous reviendrouB, dans le Chapitre que noua 
consacrons aux problèmes d'Artillerie, sur le cas général, 
celui où. la trajectoire décrite par le but est quelconque. 

Soit la position de l'obserTateur; un point R est mobile 
sur un terrain inaccessible, ou très éloigné, mais sur une 
droite A déterminée par deux points E, F visibles de diffé- 
rente points du terrain qui avoisine le point 0. Effectuons 
les jalonnements qu'indique la figure et déterminons notam- 
ment les points P, Q ob la droite qui va, de l'œil de l'obser- 



^^. 



.1. 



Fig. %0I. 
valeur, au point mobile B, coupe les alignements BD, AC. 
Une propriété connue prouve que CODK est une ponctuelle 
harmonique; la ponctuelle QOPR, elle aussi, est donc harmo- 
nique. Eq conséquence, nous avons : 

3 I I 

RÔ "" 0P~ ÔQ' 

On pourra donc, par l'application de la table des inverses, 
calculer rapidement la distance RO, connaissant les distances 
OP et OQ, 

Dans la pratique, on doit opérer avec deux cordeaux. 
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divisés en décimètres, de zéro à ca&t. L'origine de ees cor- 
deaux étant en 0; les longueurs OP, OQ sont relevées psr 
une simple lecture faite par les aides placés aux points P, Q; 
un calculateur, muni de la table des inverses, fait la lec- 
ture des nombres pr=< rr--; une simple soustraction et une 

nouvelle lecture donnent la valeur du nombre x, 
I I 1 

x"ÔP~ÔQ" 

Ladistanceiuconnue est doublede la longueur ainsi calculée. 

Le principe de celte solution est emprunté au livre de Ser- 
vois (hc. cit.. p. 63). Nous l'avons seulement modifiée de 
manière à l'adapter à la pratique de la table des inverses; et, 
telle que nous la présentons ici, elle nous parait susceptible 
de certaines applications. Elle peut notamment permettre 
d'apprécier, sans calcul, et par la seule lecture des nombres 
OP et OQ, si le point mobile R se rapproche, ou non, de 0. 

53. Le problôme de la poursuite. — Nous allons 
enfin supposer que les deux points, dont la distance est 
inconnue, sont mobiles, et animés d'un 
mouvement uniforme. 

Sans vouloirdéterminer la valeur absolue 
de la distance des deux points mobiles, on 
peut demander si cette distance augmente 
ou diminue. Nous nous occuperons d'abord 
de ce problème; il se résout très simple- 
ment et sans aucun calcul. 

Soit A la droite sur laquelle nous sup- 
posons un mobile H poursuivi par un autre 
mobile A. L'obser\'ateur, chargé d'étudier 
les variations de cette poursuite, se place 
eu K, à une certaine dislance de Â, sur 
une perpendiculaire à A. De ce point K, 
avec la fausse équerre, 11 relève l'angle a, 
sous lequel on aperçoit H et Â ; cela fait, 
il laisse un jalon planté en E. Puis, se 




Fia, tôt. 



déplaçant en même temps que H de façon à rester toujours. 



1.;. Google 



DE LA BfiGLB BT DE l'ÉQUKRHE 315 

avec ce point mobile, sur une perpendiculaire à A, il vient 
occuper, sur la droite H'K', un point I, tellement choisi qu'il 
aperçoive encore les deux points mobiles Â', H', sous l'angle 
a, précédemment observé. De ce point I, visant H', puis le 
jalon laissé en K, il relevé un angle f qu'on pourrait appeler 
Vangîe de poursuite; cet angle, pour les raisons que noua 
allons donner, permet d'apprécier si la distance des deux 
mobiles augmente, diminue ou reste constante. 

Nous ferons d'abord observer que l'opérateur, dans le 
mouvement qu'il exécute pour voir constamment les points 
mobiles sous le même angle a, décrit une droite; en suppo- 
sant, bien entendu, que les mobiles considérés sont, comme 
nous l'avons dit, animés, l'un et l'autre, d'une vitesse constanle. 

Les triangles semblables AHE, A.'H'I donnent : 
HK_ J2_ HK 
~ HA ~ H' A' ~ HA - H' A'' 
/ désignant une constante donnée, puisque a est supposé 
invariable. 

On a donc 

HA' + AA' - {HH' + HA') 
RK 



'- AA -HH' 
Soit 6 le rapport des vitesses des deux mobiles, on a : 

a- — 
~ HH' ' 

Par suite, ' (^ " ') = Iff = "m " ^ ' 

L'angle H'IK = tf, que nous appelons angle de powsuite 
est donc constant; et le lieu décrit par le point I est une 
droite. 

La formule {I) prouve que si ip est obtus, le mobile .pour- 
suivant se rapproche de l'autre; an contraire, si f est 
aigTi, la distance des deux mobiles augmente; enfin, la 
distance rnste constante si tpest un angle droit. L'exactitude 
de ces résultats est évidente, et, pour vérifier ceux-ci, il n'est 
pas nécessaire d'avoir recom-s I la formule (1 ) ; mais il était 
bon d'établir cette égalité pour montrer que, dans la solu- 
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tion présente, l'observateur doit se déplacer sur une droite 
déterminée. 

Lorsque la poursuite s'effectue par des mouvements non 
uniformes, en relevantl'angle depoursuite.pour des intervalles 
déterminés, équidistants si l'on veut, on obtiendra une cer- 
taine ligne brisée correspondante et, par suite, une courbe que 
l'on peut tracer en réunissant, par un trait continu, les som- 
mets de cette ligne. La courbe de poursuite, comme on peut 
l'appeler, indiquera tes variations qui ont été éprouvées par 
les distances des deux mobiles, aux divers moments de la 
poursuite. 

â° Il est, certainement, plus difficile d'évaluer, à un instant 
donné, la distance absolue des deux points mobiles; voici 
pourtant une solution de cette question, assez simple, relative- 
ment (■"). 

Supposons que l'opérateur après avoir relevé l'angle a, au 
point K, se transporte, avec la même vitesse que H, parallè- 
lement à AH, de E en K.'. Arrivé 
au point K', il observe les points 
mobiles A', H', dans leur nouvelle . 
position ; soit p l'angle relevéen K'. 
On voit facilement que la distan- 
ce des points mobiles augmente, 
diminue, ou reste constante, sui- 
vant que l'on a p > «, p < a, ou 
p = a; et cette remarque permet 
de résoudre encore le problème de 
lapoursuite, quand on veutsimple- 
inent apprécier si le mobile A 
pagne, ou perd, du terrain, sur 
le mobile H qu'il poursuit, 
'évaluer, exactement, le rapport des 
; de cette counaissanco, nous dédui- 



H, \°'k ' 

h; ^fNgXs 

_.j .jb:!':;. 



Fifl. t03. 



Mais proposons- 1 
vitesses des deux mobiles ; 
rons la vitesse de A, eounaissaut celle de H; et, par suite. 



(*i On peul, considérdr la solution présente comme purement théo- 
rique. Néanmoins, certains cas pourraient se )ir^scnt«r. pour lesqueU 
WD application deviendrait ulile- 
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la variatioii qu'a subie la distance des deux mobiles, aux 
deux instants observés. 
Noua avons 

AA' = AH - A'H = AH - A'H' -i- HH', 

on AA' = KK'. || - KK'. ~ + HH'; 

et, par conséquent, 

Le point S peut être déterminé par un aide qui, partant 
de E avec une vitesse convenable, se déplace dans la direc- 
tion EA; £'S est donc une longueur que l'on peut relever 
avec le ruban divisé. 

Quant à la longueur RK, elle s'est pas connue; car on ne 
doit pas admettre, dans le cas présent, que l'on puisse revenir en 
arrière de la position H'K'. Il faut alors supposer qu'un second 
aide parte de K', dans la direction déterminée A'Ë'. Au bout 
d'un temps égal à celui qui a séparé les deux observations 
faites en K et en K', le second aide occupe une position T, 
et, le mouvement étant uniforme, on a E'T = RK. 

La formule (I), dans laquelle, pour simplifier le calcul, on 



On pourra, avantageusement, pour ce calcul, faire usage de 
la table des inverses. Malgré ces diverses remarques, on peut 
prétendrequelasolution précédente est plutât Uiéorique;mat8 
il ne parait pas facile d'en imaginer une autre plus pratique ; 
le problème eu question offre nécessairement, au point de 
vue des exigences matérielles qu'il comporte, une certaine 
difficulté. 

Avant de quitter le sujet qui vient de nous occuper, nous 
voulons faire connaître le procédé pratique, employé par 
l'Artillerie, pour résoudre le problème de la distance d'un point 
donné à un but inaccessible. Les instruments employés, dans 
cette intention, sont les télémètres ou lélométres; nous allons 
indiquer les principaux. 
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LES TÉLfiMÈTRBS OU TÉLOHÈTRES (*) 

54. Bôflexions générales. — Le principe général qui 
sert de base à ces instruments peut s'énoncer ainsi : on consi- 
dère un triangle, et, le plus ordinairement, un triangle rec- 
tangle dont un côté constitue une base invariable, mesurée 
avec soin; les instrumenta font connaître la grandeur de 
l'angle à la base. 

Au point de vue de l'Artillerie, ces petits appareils sont d'un 
intérêt médiocre et purement théorique. L'un d'eux, le télo- 
mètre Goulier, est réglementa iro ; et il ezisto dans toutes les 
batteries d'Artillerie de campagne ; mais pas un seul n'est 
employé pratiquement et, pour divers mctiifs, ou a reooucé à 
se servir du télomètre. 

Pourdonneruneévaluation,tOQJoursmédiocre,deladistaDce, 
le télémètre exige une manipulation trop longue, ettrop minu- 
tieuse, pour être vraiment pratique. Il ; a iocontestablemeut 
écoDomiedetempaà évaluer approximativement la distance à 
vue, en s'entourant de quelques précautions; puis, àouvrirle 
feu sansretard.UntrËBpetitnombredecoupsBuffisent pour rec- 
tifier, par le réglage, l'erreur commise sur la distance ; de plus, 
on a l'avantage d'avoir fait du bruit le premier, ce qui n'est 
pas sans profit, au point de vue du moral. Avec l'usage du 
télémètre, on risque de voir le tir de l'ennemi réglé sur la 
batterie, avant que celle-ci ait tiré son premier coup. 

Dana le tir de place (tir concentrique par exemple) on élude 
la recherche de la distance, eu employant directement au 
calcul de l'angle de tir qui convient et de la direction à dou- 
ner à la pièce, les données qui pourraient servir à l'évaluer. 
Il est évident en effet que si, d'une part, la distance est fonc- 
tion de certaines mesures angulaires; si, d'autre part, les élé- 
ments du tir (orientation et inclinaison de l'axe de la pièce) 
sont'fonctions de la distance, les éléments du tir sont fonc- 
tions des mesures angulaires, Il y a donc intérêt à éliminer, 
pour aiasi dire, la distance qui n'est pas, par elle-mémet 



(*} Nous devons les renseignements suivàtits, sut les Télémètres, k 
l'obligeance de M. Louis Liège d'Iraj, Ueutensnt d'Artillerie; - 
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intéressante a connaître. On conçoit alors que des calculs, 
faits d'avance, ou des constructious graphiques, préparées une 
fois pour toutes, puissent donner le résultat, pour ainsi dire 
directement, du moias dans le cas oîila pièce qui tire occupe 
UD emplacement fixe et où les postes d'oLaervation, d'oîi sont 
faites les mesures d'angles, sont des points invariables. 

L'opération qui consiste à mesurer les distances est éga- 
lement supprimée dans le tir de côte. L'altitude de la batterie 
étant connue, les éléments du tir sont fonction de l'angle de 
dépression seulement; et on a même là des appareils de visées 
dans lesquels certains profils d'excentriques sont calculés 
suivant les propriétés balistiques de la pièce, ce qui permet 
de tirer directement, sans autre manipulation que celle qui 
amène le but dans le champ du viseur. Da même coup, en 
effet, la pièce se trouve dirigée de façon à atteindre l'objectif. 
L'appareil Déport, auquel nous faisons allusion ici, est curieux 
au point de vue mécanique; mais on peut dire, d'une façon 
générale, que l'emploi des télémètres et télomètres est actuel- 
lement, derbistoireancienne, au point de vuemilitaire. Ils sont 
décrits dans tes cours, comme représentant des tentatives faites 
en vue de l'Artillerie ; mais on considère, généralement, qu'il 
n'existe pas encore de solution satisfaisante de ce problème. 
A-ussi, pratiquement, la difficulté estplutôttournéequerésolue. 

Cependant, il n'est pas douteux que, pour l'Artillerie do 
campagne principalemen t, un appareil qui demanderait très peu 
de temps à employer et donnerait une grande précision sans 
manipuiation trop minutieuse, serait extrêmement précieux. 

Quoi qu'il en soit, voici une description sommaire des prin- 
cipaux télémètres et télomètres. 

56. Télémètre Gonlier. — Soit P le point inaccessi- 
ble dont on veut mesurer la dis- 
tance au point A; soit d cette 
distance inconnue. Supposons 
deux observateurs placés en A L— ^g"^ f,>, goi 

et B. Si l'angle A est droit il suf- " 
lira de mesurer a pour en conclure D, la distance AB étant 
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Il faut donc, en A, un appareil permettant de faire deox Ti 
eéee rectangulaires (appareil A. L'une de ces visées sera diri- 
gée sur P; l'observateur B Ira ee placer sur la prolongement 
de l'autre. En B, il faudra un appareil permettant de viser à 
la fois A et P, c'estrè-dire un appareil donaant deux visées 
à angle variable, cet angle différant d'ailleurs peu de l'angle 
droit (appareil B). 

AB ayant une longueur fixe (pratiquement 40 mètrea), deat 
simplement une fonction de a. SI donc la vis de rappel, qui 
permet de faire varier a, fait mouvoir en même temps une 
réglette convenablement graduée en 
distances, en face d'un repère, une 
simple lecture donnera d. 

Appareil A. — H comprend un 
voyant poiir que B puisse le viser avec 
précision, et un viseur dont le champ 
est divisé en deux parties. La partie 
Ftg, iOô. supérieure reçoit directement les 

rayons émanés du point eur lequel est dirigiS le viseur. La 
partie inférieure reçoit des rayons sortant d'un prisme à ré- 
flexion totale après y avoir subi une déviation égale à 90°. Ce 
prisme est placé dans l'intérieur du viseur, et ses 
deux faces rectangulaires correspondent à deux ou- 

9"~ vertures pratiquées dans l'enveloppe. 
AjpAABiL B. — Même principe que l'appareil A dont 
il est symétrique, sauf que, pour rendre variable 
l'angle des deux visées, on interpose, sur le trajet 
des rayons directs, un prisme à angle variable corn- 
posé de deux lentilles; l'une, plan-convexe; l'autre, 
Fig. SOS. plan-concave de même rayon. Dans la position ci- 
contre, les faces planes sont parallèles ainsi que les faces 
courbes : c'est donc une glace à faces parallèles. Au contraire, 
si l'on déplace l'une d'elles perpeudiculairementà la direction 
(lu la visée, c'est-à-diru de manière que l'axe optique reste 
parallèle à lui-même, le système formé par les deux lentilles 
devient équivalent à un prisme dont l'angle varie suivant 
l'amplitude du déplacement : ou peut donc modifier l'angle dea 
deux visées suivant l'éloignement du point P. 
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Une réglette à crémaillère, mue par un pignon monté sur 
l'axe de la vis de rappel qui produit les déplacements de la 
lentille, gliase en face d'un repère fixé à l'ap- 
pareil. Pour chaque position de la lentille et, i ' ' ' " ' " ^ 
par suite, de la réglette, on a inscrit sur la ^i"inf"^^i^LmrjiP 
réglette la distance correspondant à la valeur %^ 

de « qui résulte du déplacement donné à la *"'?■ *"'■ 

lentille mobile. D'après cela, lorsque B aperçoit à la fois A et 
P, il n'a qu'à lire, sur l'instrument, la distance cherchée. 

Opération pratique. — L'observateur A se place de manière à 
voir P par double réflexion dans le prisme; puis, il fait placer 
B, qui lui est relié par un fil long de 40"*, de façon à l'aperce- 
voir directement dans son viseur. 

L'observateur B, une fois placé, se tourne do façon à voir P 
par réflexion dans le prisme, et il agit sur la vis de rappel 
jusqu'à ce qu'il aperçoive A, directement, dans le champ de 
Bon viseur. Ce résultat obtenu, il donne un signal pour que A, 
qui est immobile, rectifie, s'il j a lieu, la coïncidence des 
deux images ; il rectifie lui-même la coïncidence des siennes 
et il lit la distance. Les deux appareils sont tenus à la main, 

S6. Télômôtre Gautier. — Un tube cylindrique renferme 
deux miroirs à 45° qui fonctionnent comme les deux faces 
étamées des prismes de l'appareil précédent. Une lunette 
reçoit, dans une moitié de son cbamp, des rayons de risée 
directe; dans l'autre, des rayons doublement réfléchis. Sur la 
partie antérieure du tube est monté un anneau mobile portant 
un prisme. En faisant tourner l'anneau et le prisme, on fait 
varier l'angle de déviation des rayons destinés à la lunette. L'ap- 
pareil est donc analogue à l'appareil B du télémètre GouUer. 

Emjdoi. —Tourner l'anneau mobile, de manière à amener 
le trait tn^nt'en face du repère fixe (déviation nulle); alors les 
deux visées sont rectangulaires. L'observateur vise le point 
dont il veutsavoirla distance et remarque, dans la campagne, 
un objet éloigné dans le prolongement de la direction de la 



Use transporte alors, dans cette direction AB, d'une certaine 
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distance AB qu'il mesure. Arrivé en B ; il vise de nouveaa 
P et agit, sur l'anneau mobile, jusqu'à ce que l'image de 
l'objet éloigné qu'il a remarqué lui parvienne. A 
ce moment il Ut, sur une graduation portée 
par l'anneau mobile, la distance qui se trouve 
inscrite sur le trait correspondant au repère. 

On peut appliquer cette méthode, en se ser- 
vant de l'appareil B du télomètre Goulier. 

Fig. ws. 57. Télémètre Labbez; — Cet appareil est 

analogue au précédent, mais la vision de l'objet auxiliaire se 
fait sans interposition de prisme. C'est par la variation de 
l'angle des deux miroirs qu'on obtient la coïncidence des deux 
images. 

On fait varier l'inclinaison du second miroir sur le premier 
qui est âxe, en agissant sur un anneau mobile qui porte, 
comme l'appareil précédent, une graduation en distances, 
mobile devant un repère. Quand l'angle est de 45°, le repère 
se trouve en regard du trait oo . 

58. Télémètre Sapia. — Ildonne la distance d'un navire à 
line batterie de cdte, en fonction de la hauteur de la batterie 
au-dessus du niveau de la mer et de l'angle de dépression, 
c'eat-à-dire, do l'angle que la ligne de visée 
du navire fait avec l'horizon. 

Il se compose d'un limbe vertical fixe, 
le long duquel se meut la lunette avec 
laquelle on vise le navire. Cette lunette est 
/J(r. «as. mobile autour d'un axe, fixé en A, perpendi- 
culaire au plan du limbe; elle s'appuie, en outre, sur un 
excentrique à came, appelé limaçon multiplicateur. L'inclinai- 
son de la lunette varie suivant la portion du limagon sur 
laquelle elle repose. 

La came amplifie cette variation d'angle. Le mouvement 
angulaire du limagon entraîne une aiguille indicatrice mobile 
contre l'autre face du limbe. Cette aiguille porte un curseur 
mobile. Sur la seconde face du limbe, des circonférences 
concentriques ont été tracées, ayant leur centre au centre de 
rotation du limaçon et des rayons proportionnels à différentes 
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altitudes. Sur chacane d'elles, ou marque les positions de la 
règle indicatrice qui correspondent, pour une altitude propor- 
tionnelle à Bon rayon, à une même distance horizontale. 

Emploi. — Si l'on a soin de mettre le curseur à hauteur de 
la circonférence correspondant à l'altitude de li batterie, il 
suffit de viser le navire : la position correspondante du lima- 
çon détermine une certaine position de l'aiguille indicatrice 
et la distance cherchée se lit à hauteur du curseur sur la cir- 
conférence correspondante. 

69. Méthode Amould. — Une base fixe, de grande 
longueur, a été préalablement mesurée; un observateur est 
placé à chaque extrémité. Chaque observateur muni d'un appa- 
reil pour mesurer les angles se tient en relation téléphonique 
avec un poste central oh la base, réduite à une échelle don- 
née, est reportée sur une planchette. Les indications angulai- 
res transmises par le téléphone permettent de fixer immédia- 
tement la position du but, grâce à des rayons divergeant des 
deux stations, tracée à l'avance, sous toutes les inclinaisons. 
Des cercles concentriques, tracés également à l'avance, autour 
de l'emplacement de la pi^ce, donnent la distance du but par 
une simple lecture. 

On prendra .trois stations, au lieu de deux, si l'on veut avoir 
une vérification. Les erreurs grossières, accidentelles, seront 
amai évitées. 

Cette méthode est analogue à celle qui est employée dans 
les places, pour le tir concentrique. Elle en diffère en ce que 
le but des planchettes Pemichon, pour le tir concentrique, est 
de donner par une simple lecture la hausse et la dérive à 
employer pour ouvrir le feu sur le but; même, s'il n'est pas 
visible de la batterie. 

CHAPITRE VI 

LES PROBLÈMES DE LA DHOm IKACCESBIBLE 

Avant d'aborder, comme nous le ferons dans le chapitre 
suivant, la détermination de la longueur d'un segment con- 
stitué par deux points inacceasibles, nous devoiis examiner. 
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au préalable, certainfiB questiODS dont la solution intérease les 
différents problèmes de la droite inaccessible et, notamment, 
celle qui peut se poser ainsi: mmer, par un point donné C, 
une parallèle à une droite inaccessible, AB. 

Servois et Mascheroni ont compris toute l'importance Uu 
ce problème pour lequel ils ont proposé plusieurs solutio ns ; 
uous iDdiqueroDS d'aillnurs tout à l'heure une de ces solutions, 
présentant un caractère particulier de simplicité; elle est 
basée sur le principe des autiparallèles, 

60. — Il est sous-entendu que le prolongement de AB ne 
pénètre pas dans la partie accessible ; autrement, on pourrait 
jalonner ce prolongement; et l'on serait ramené à tracer une 
parallèle à une droite accessible. 

Nous signalons aussi, sans nous j arrêter, la solution 
souvent présentée, qui consiste à porter, sur les jalonne- 
ments CÂ et CB, dans la partie accessible, des longueurs C& 
CE', proportionnelles aux distances GÂ., GB. Cette solution, 
très simple au point de vue théorique, présente, quand on 
envisage son côté pratique, le grave inconvénient d'exiger le 
connaissance des longueurs CA, GB. En la comparant à cel- 
les que nous allons successivement exposer, on reconnaîtra 
qu'elle offre vraiment une complication relative. 

61. La solution par les figures homothôtiques. 

^B — Une des solutions qui se pré- 

sentent le plus naturellement à 
l'esprit est celle qui prend pour 
base le principe des figures bomo- 
thétiques.Nousl'exposeronsavant 
plusieurs autres, plus pratiques, 
parce qu'elle est très facile à 
retenir. 

Prenons, arbitrairement d'ail- 
leurs, deux points G, D, dans la 
^^" *'"■ partie accessible; puis, jalonnons 

les lignes de visée CA, CB, DA, DB dans la région oh la 
chose est possible. Si, par un point quelconque M, de GD, bous 



M- 
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meuonB les aligoeraents MP, MQ respectivemeot parallèles à 
DÂ, D£; nous obtenons ainsi deux points P, Q, sur les droites 
CA, CB. 

Il résulte, de cette construction, que les quadrilatères OMPQ 
COAB sont bomothétiques ; PQ est donc parallèle à ÂB. 

La construction précédente donne aussi la longueur du 
segment inaccessible AB. On a, en ciTet, 

Mais nous ne si^^natona ce résultat que très incidemment; 
parce que nous traiterons, avec détails, dans le chapitre sui- 
vant, le problème de la distance de deux points inaccessibles. 

62. Les solutions par l'équerre ordinaire. — i°Si 
la distance AB est peu considérable, et si les points A,B 
ne sont pas trop éloignés de 
la partie accessible V, on peut ;; 

opérer de la manière suivante. ^, / ; „ 

Sur une droite HK, jalonnée l\ / ; 

sur le terrain Y, on détermine 
les points H,K, projections de 
A, B, sur cette droite; puis, ou 
jalonne les prolongements HB', 
HA' des droites AH, BK. Cela 
fait, on prend le milieu de HK 
et l'on jalonne encore les pro- 
longements des droites AO,BO; 
enfin, on achève le tracé, 
comme l'indique la figure. 

Cette construction permet aussi, comme on le voit, do déter- 
miner la longueur de AB, car l'on a A'B' — AB. Elle est peut- 
être un peu plus simple que celle qui prend pour base la 
considération des points symétriques de A et de B par rapport 
aune droite A jalonnée sur le terrain accessible. Yoici d'ailleurs 
celte construction. 

i° On détermine, comme nous venous de l'expliquer, les 
droites HA', KB' qui représentent les prolongements, dans la 

11. DE L. — GtOXtTBIE DE LA RËGLt. 15 
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partie accessiblo de HA. et deKB (fig.tiS). Ayant pris, arbitrai- 
rement, un point sur A, ou 
relève, avec la fausse équerre, 
successivement les angles AOH, 
BOK ; et l'on reporte ces anglea, 
de l'autre cdté de A, en HOÀ' 
et KOK. Si l'on veut avoir, sim- ' 
plement, la distance AB, on 
relèvera la longueur A'B'; si 
l'on veat, en outre, avoir la pa- 
t'a- i'i- rallèle à la direction AB, U 

faudra prendre le point B' symétrique de B, par rapporta 
AA'; alors A'B' est parallèle à AB. 

3" SupposoDB que les points A,B soient très éloignés, mais 
admettons qu'il existe, dans la partie accessible, une droite A 
sur laquelle A et B se proj ettent, 
en H et en E. 

Soit C le milieu de HK; 
jalonnons Gs perpendiculaire- 
ment à HE, et aussi les pro- 
longements GA', GB' des direc- 
tions CA, CB. Prenons mainte- 
nant, sur Cs, un certain point 
0, et traçons les alignements 
<9 OP, OQ parallèles, respective- 
ment à CA', GB'. La droite PQ 
sera partagée en deux parties 
égales par Cs; le s^'gmcnt AB 
jouit de cette même propriété, 
relativement au prolongement 
Ga' de Cs ; finalement PQ est 
Fig. US. parallèle à AB. 

D'ailleurs, si l'on possède, dans la partie accessible, un 
alignement parallèle à AB, le problème peut être considéré 
comme résolu. 

63. La Bolutlon par l'orthooentre. — Aux solutions 
par réquerre, exposées ci-dessus, se rattache une solution 
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très naturelle; nousvouloneparler de celloqui prend paur base 

la considération de l'or- 

thocentre. ,'-v' ^ 

On détermine la pro- ,.' '' //' 

jectioQ B' de B, sur OA- ,,--'' /'/ 

puis la projection A' de 
A, sur OB. On obtient 
aiuei un pointHquiest a«C 
l'orthocentre de AOB; 
par suite OHX est la 
direction perpendicu- 
laire à AB. En élevant 
OX', perpendiculaire à 
OX, cette droite OX' est 
la parallèle cherchée. ^'^- *" 

On peut calculer, bien simplement, la distaDce du point 
à la droite AB, en observaut que la ponctuelle 0, I, H, M ost 
harmonique ; on a donc 

I _ 2 I 

ÔM^ÔH ~ Ôî' 

On peut aussi déduire, de cette construction, la longueur 
de AB, en observent que les triangles OA'B', OAB étant sem- 
blables, on a 

Dans cette formule, OM' désigne la distance de à A'B'. 

Mais, la solution que nous venons d'exposer offre un incon- 
vénient grave; elle exige, en effet, que l'orthocontro du 
triangle OAB soit situé sur le terrain accessible. 

Cette condition est réalisée quand l'angle AOB diffère peu 
d'un angle droit; dans d'autres cas, il peut arriver que H 
appartienne, au contraire, à la région inaccessible. Bref, sui- 
vant un terme que nous expliquons plus loin, cette solution, 
au point de vue pratique, n'est pas générale. Elle se trouve 
notamment en défaut lorsqu'on suppose les points Â, B très 
éloignés et l'angle AOB très aigu. 

Voici une construction, conséquence naturelle d'une idée 
générale, etqui convient à tous les cas. Nous indiquerons, 
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à ce propos, quelle est cette idée, que nous appliquerons d'ail 
leurs, dans d'autres occasions. 

64. La méthode d'Inversion. — Imaginons nue figure 
F formée de points A, B, C. . . (ou de lignes) situés dans une 
région inaccessible. Dans la partie accessible, choisissons un 
point 0, qui sera le pôle de la transformation que nous allons 
effectuer. De 0, visons le point A ; puis, élevons à cette direc- 
tioû une perpendiculaire sur laquelle nous prenons un point M, 
tel que OM = A ; A désigne une longueur arbitraire, mais qui 
sera la mômopour tous les points de F; une simple ficelle, plus 
ou moins longue, suivantles cas, tendue à partir de 0, dans la 
directionOiI,détarminera nettement ce pointM.Avecl'équerrc, 
placée en M, on vise A, et l'on obtient, dans la direction per- 
pendiculaire, une ligne de visée MA'; on jalonne celle-ci; un 
point A' se trouve ainsi déterminé, sur le prolongement de 
AO D'après cette construction, on a 
OA.0A'= A». 
Eu la rcpélaut, pour les différents points B, 0, . . ., de la 
figure F, on obtiendra finalement, dans la région accessible, 
une figure f, inverse de F, et cette 
// figure /^, sera aussi reslreintequel'on 

// voudra, si l'onchoisit A suffisamment 

/ / petit. Des propriétés et des dimen- 

/' / sions de /", on peut déduire les pro- 

^ ^^^mMafl/é"'^''^'"^''''-'"""" priétés correspondantes et, aussi, 
/ / V les dimensions de la figure F qu'on 

*"'j-.,^/ ne peut aborder. 

\y'' D'une façon générale, on voit 

comment, en utilisant l'idée qui 
sert de base aux méthodes de Irans- 
rormaliou des ligures, et en l'appliquant à une figure inac- 
, cessible F, ou pourra déduire certaines propriétés de cette 
ligure, de l'étude de la figure transformée f, pourvu que celle- 
ci soit placée sur le terrain accessible. 
Revenons au problème particulier que nous avons en vue. 
Au point 0, élevons, auï droites OA, OB des perpendiculaires 
sur lesquelles nous portons deux longueurs OA', OB', arbi- 
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traire m eut choisies, 

obteuus, (léterminoi 

ligues (le visée, perpeûcliculaires à 

celles-ci. Les égalités 

OA.OA" = UÂ'*, 
OB.OB- = ï)F*, 
OA' --^ OB', 
prouvent que 

OA.OA' ^OB. OB'. 
La droite A'B' est donc l'aiitipa- 
rallèle de AB, dans l'augle AOB. 
Pour achever le problème, il ne 
reste plus qu'à mener B"p perpeu- 
diculairc sur OA', et A"» perpendi- 
culaire sur OB'. Lo quadrilalèrc 
A'B'a^ étant inscriptihle, on a 
OA".0? = OB'.0<i; 
0A_ O^ 



égales. Des points A', 
lignes de visée A'A, B'B, puis les 



Oa 




et par suite 
Ainsi ip est parallèle à AB. ""- ''"■ 

65. Les. solutions par la fausse équerre. La solu- 
tion de Mascheroni. — ^^^ 
Ayant jalonné, dans la 
région accessible V, les 
lignes de visée OA, OB, 
on relève l'angle ÂMB; 
puis on se transporte 
sur OB, en partant de 
0, jusqu'à ce qu'on ait 
trouvé un point N tel ^ 
que ANB = AMB. La 
droite MN est donc anli - 
parallèle à AB. On relève a 
alors l'an gle ONM.et, pa r 
un point M', arbitraire- 
ment choisi sur CM, on tire 
OM'N'=ONM. La droite M'N' 




1 alignement M'N', de façon que 
li obtenue, est parallèle à MN. 
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Telle est, arrangée par Servois, et aussi simplitîéc que pos- 
sible, la meilleure des solutions de Mascheroui; elle offre, 
aa plus haut degré, le caractère pratique nécessaire aux solu- 
tions qu'on devrait nommer, dans cette géométrie que nous 
développons ici, les solutions générales (*); pour exprimer 
qu'elles répondent à toutes les exigences dessitualions diverses 
susceptibles d'être imaginées. On observera, en effet, que les 
tracés indiqués plus haut peuvent être réalisés dnns un espace 
de terrain nussi limité qu'on le voudra. 

Ajoutons que la solution précédente est bien propre à mon- 
trer la enpériorité de la fausse équerre sur l'équerre ordi- 
naire dans les opérations effectuéessurle terrain, Pourrésoudre 
ce problème avec l'équerre ordinaire, il faudrait trouver, sur 
la partie de OA qui est accessible, un point d'oh le segment 
ÂB serait vu sous un angle droit. Mais si la distance Â£ est 
relativement petite, le cercle décrit sur AB comme diambtre 
est situé, tout entier, dans la région inaccessible V; la con- 
struction donnée devient illusoire. L'emploi de la fausse 
équerre est donc préférable. 

Ce caractère de généralité, que nous avons reconnu à la so- 
lution de Mascheroui, appartient aussi à celle que nous allons 
exposer maintenant : on verra, au chapitre suivant, l'avantage 
qu'elle présente sur celle de Mascheroni, 

Seconde solution. — Prenons, sur une droite .^. tracée dans la 
partie accessible, deux points quelconques 0, D; puis jalon- 
nons, comme l'iadique la figure: 1" les prolongements de ÂC 
et de BD, 2° les droites DP et UQ, parallèles, respectivement 
aux prolongements CX, DY, BC et de AD. 

Nous allons montrer que PQ est parallèle à AB. 

Les triangles semblables AOO, CO'P donnent 
AO 00 
00' ~ PO " 

(*) Ces solutions générales, on le comprend bien, n'dteni rien k l'iutërSl 
qui doit s'attacher aux HOlutiona parliculières. Sans doute, celles-ci ne 
pourront pas toujours Stre employées ; et, dsTant certaines difScultés pra- 
tiques, elles devrout Taire place à l'uDo des solutions géuérales ; mais, 
dans d'autres cas, si les dil&cullâs auxquelles nousIiisonB allusion n'exis- 
tent pas, elles devront au cootraire être préférées aux soluliona géné- 
rales; car, le plus souvent, elles nécessitent moins de travail. 
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OU 

(4) CO.GO' = AO.PO'. 

De même, dans les triangles BOD, DiyQ, 
(2) DO.DO' = BO.QO'. 

U'ailleura, OCO'D étant un parallélogramme, on a 

OD = 00', CO = DO'. 
Les égalités (1) et (2) prouvent que 

A0.P0' = B0.QO', 
égalité que l'on peut écrire ainsi : 

A0_ Q(y 

BO"" PO'" 

Les deux triangles AOB, QCP ont un angle égal, compris 

entre cdtés proportionnels ; ils sont donc semblables. Les 




Fig. SIS. 

angles ABO, O'PQ étant égaux, BO étant parallèle à PO', et les 
angles étant alternes internes, les droites AB, PQ sont parai- 
lèles. 

Observons que les points C, D sont arbitrairement choisis; 
par suite, le quadrilatère GDPQ est aussi limité qu'on le vou- 
dra, la construction précédente répond complètement au pro- 
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blbme que nous venons de traiter, dans toutes les conditious, 
plus ou moins difficiles, qui peuvent lui être imposées. Enfin, 
suivant le terme employé plus haut, c'est une solution giné- 
rule du problème qui vient de nous occuper. 

Cette remarque imporlante s'applique encore à la solution 
suivante. 

66. Solution de Poncelet. — Le problème actuel a été 

envisagé par Poncelet (•) lorsqu'il a traité l'exercice suivant : 

Étant donnée un parallélogramme et une droite indéfinie; lui 

mener, par un point donni', une parallèle, en ne se servant que de 

la régie seule. 

On observera d'abord les termes daus lesquels la question 
est posée. 

Au premier abord, ces mois: la rég'e seule semblent faire sup- 
poser que le problème en question ressort de la géométrie de 
la règle ; ce qui ne peut 
pas être. Mais Poncelet s'ac- 
corde, dans le domaine de 
l'épure, la présence d'un 
parallélogramme, comme 
le faisait Lambert (;)r«nt^re 
partie, §ââ) pour résoudre 
le môme problème. Quoi 
qu'il en soit, noua plaçant 
un point de vue des tracés 
*"'«■ *'*■ que l'on peut exécuter sur 

un terrain, nous revenons ici sur cette question; et nous 
allons, après l'avoir dégagée do certainesconsidéra tiens de géo- 
métrie supérieure, exposer l'élégante construction de Poncelet. 
Nous expliquerons d'abord comment on ramène là problème 
posé à la question suivante : 

Deux parallèles i^, ^' étant jalonnées sur un terrain, leur mener, 

par de simple» aSgnements, une parcUlêle, par un point donné M. 

Effectuons, dans l'ordre indiqué, les alignements i, 2, ...7; 
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nous obtenons ainsi irn certain point îï : MM' est la droite 
cherchée. 

Eq eflet, MD coupe AB en son point milieu G. D'ailleurs, 
il résulte de la construction que la droite MM' doit couper A' 
eu UD point conjugua harmonique de G, par rapport à AB. 
D'après cela, MM' est parallèle à A'. 

Cette remarque ctantfaite, nouapourrons considérer le pro- 
blènte qui nous occupe comme résolu par des alignements seuls, 
si nous pouvons tracer, dans la partie accessible du terrain, 
des parallèles b ta droite inaccessible proposée. Voici la solu- 
tion de Poncelot. 

- f- > 



Soient 
points 




0, 0' deux V 
sibles sur la 
inaccessible. Ou 
jalonne les lignes do vi- 
sée AO.AO'; et on leur 
mène les parallèles CD, 
CB, Soit R un point arbi- 
trai remen t choi si s ur AG ; 
les lignes de visée RO, 
RCypermettenide déter- 
miner les points P, Q ; la 
droite PQ est parallèle 
à 00'. 

Bu effet, les triangles 
semblables BAO, RCQ, 
d'une part; RAO', RGP, d'autre part; donnent : 
RA_AO RA_AO'^ 

RG ~ GQ' RG ^ GP ' 
AO _ GQ 
AO' " CP ■ 

Les triangles CAO', QCP ont donc un angle égal compris 
entre deux côtés proportionnels; ainsi, ils sont semblables-, 
d'oîi l'on peut conclure que PQ est parallèle à 00'. 

67; La Bolution directe par les alignements. — Le 

tracé que nous venons d'indiquer, d'après Poncelet, donne 
un alignement PQ parallèle à 00'. Le mémo procédé permet 



Fig. iiO. 



et, par suite 
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d'obtenir un second alignament : puis, au moyen de ces deux 
parallèles tracées dans les parties accessibles, on peut, comme 
nous l'avons montré, obtenir une parallèle passant par un 
point donné. En un mot, la difficulté proposée se trouve tran- 
chée par deux opérations successives. 
Proposons-nous de traiter le problème en question direcle- 



< 



Fig. SU. 
ment, c'est-à-dire par un tracé donnant immédiatement la paral- 
lèle cherchée. Poucelot (loe. cit.) a résolu ce tracé direct, par 
deux constructions ; nous allons faire connaître la plus simple. 
Soient : 00' la droite inaccessible, M ie point par lequel on 
propose de mener une droite parallèle à 00', ABCD le paral- 
lélogramme situé dans la partie accessible et servant de base 
aux constructions nécessaires, lesquelles sont exécutées, 
comme le montre la figure, dans l'ordre 1, 2, ... 3. On obtient 
ainsi un point M' ; MU' est la parallèle demandée. 
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En effet, traçons OR, et proloogeons celte droite jusqu'à ce 
qu'elle rencontre CD en J ; FJ, comme nou3 l'avons observé 
au paragraphe précédent, est parallèle à 00'. D'autre part, les 
triangles JRI, FRI coupés, respectivement par les trans- 
versales OKM', MKO', donnent 

OR M'J _ RK MF _ O'F KR 
'OJ* m1~ KÎ'MI^ÔR' HI ■ 
Les droites FJ, O'O étant parallèles, comme nous l'avons 
rappelé, on a 

OJ O'F 

OR ~ O'R' 

M'J MF 

et, par suite, Wl = W 

Celte égalité prouve que MM' est parallèle à FJ et, par 
conséquent, parallèle à 00', 

Telle est la solution directe, donnée par Poucelet, et dé- 
duite par lui de considérations inutiles à rappeler dans ce 
livre élémentaire. 

On peut observer, et celte remarque a été faite par Poncelet, 
que la construction précédente est susceptible d'une vérifi- 
cation, d'autantplus précieuse qu'elle exige un grand nombre 
d'alignements, dont quelques uns peuveut se couper sous 
des angles très aigus. 

La droite O'S, prolongée jusqu'à sa rencontre avec BC, donne 
un point M" qui appartient à la droite MM'. Cette propriété 
est une conséquence de la remarque faite au paragraphe pré- 
cédent, remarque déjà rappelée tout à l'heure, et en vertu de 
laquelle M'M' est parallèle à 00', 

Malgré cette vérification, le tracé de la figure 220 reste pou 
pratique, à cause des jalonnements nombreux qu'il néeessile; 
il faut aussi reconnaître que la construction indiquée se fise 
difficilement dans la mémoire; or, c'est une qualité indispen- 
sable des solutions de la géométriepratique, d'être facilement 
saisies et retenues, 

68. Viser le milieu d'un segment inaccessible 

— On suppose qu'un point invisible w soit situé au milieu de 
la droite qui joint deux points visibles et inaccessibles 0,0'; 



1.;. Google 




334) ESfAI SOK LA GfiOMÊTniB 

OU peut alors se proposer d'établir la ligue de visée qui va 
d'un poiut douné M, au point u; ou peut aussi demander 
d'évaluer la (liscance Mui. 
Nous ferons observer que co problème peut se présenter dans 
la guerre des sièges, jiour les 
0. -, __,.^. moiifg aiiiçanls. Ou peut savoir, 

/ / /' par exemple, que, dans une ville 

/ /' y assiégée, un certain point pré- 

sentant un intérêt particulier(uuc 
caserne, uno poudrière, etc.), 
point invisible pour les assié- 
geants, se trouve sur la droite 
qui joint deux monuments visi- 
bles et à égale distance de coux- 
fi»' ***■ ci. Alors se pose le problème 

que nous venons de soulever et sur lequel nous aurons à reve- 
nir d'ailleurs, dans un prochain chapitre. 

Nous nous bornons, pour l'instant, à noter que, parmi les 
Rolufions qu'il comporte, il y en a une, au moins, qui est la 
conséquence immédiate des résultats obtenus plus haut. 

Menons PQ parallèle à 00', puis construisons le parallélo- 
gramme MPQR : MR est la ligne de visée. 
Ouant à la distance Mo, elle peut se calculer par la formule 

M., = «,.™. 

Il faudra relever, avec la chaîne, les longueurs MP, MI el 
connaître la distance MO, ou la calculer, comme il a été 
expliqué au chapitre précédent. 

AulrerMiii, On peut encore résoudre le problème précédent 
comme nous allons l'indiquer; cette nouvelle solution est 
même plus simple. 

Traçons, dans la partie accessible, un alignement XX', et 
déterminons, avec l'équerre ordinaire, les projections M, M' 
des points 0, 0' sur XX': soit N le milieu de MM'. La ligne 
de visée, pour une batterie placée en N, sera la droite NU, 
perpendiculaire à XX'. 

Il reste à déterminer la distance Nu). A. ceteffet, traçons les 
lignes de visée NO, NO' et, par G, menons-leur les parallèles 
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GA, CB. La droite AB est parallèle à 00'. Nous avons donc 
Nm HO NM 

m~ sk" NP' 

„, NM 

Cette formule lionnera la loogueurdela ligne de visée, saus 
qu'il soit nécessaire de coaaaltre 
autre chose que les longueurs des 
lignes accessibles NI.NM, NP,quî 
sont données par un chaînage des 
plus simples, si la distance 00', 
comme nousl'avons supposé, n'est 
pas très grande, ou si, tout au 
raoiu3, sa projectiou sur XX' est 
suffisamment petile. Nous ne pav- 
ions pas, bien entendu, des autres 
longueurs Kl, NP, car celles-ci 
peuvent être choisies aussi rourtes 
que l'on voudra. 

REMAneiE 1. — Si l'on veut établir le point de visée, non 
pas en N, mais en un autre point M, de XX'; on doit conti- 
nuer la construction, comme il suit. 

Ayaot jalonné PI(*), on tracera, par M, une parallèle à cette 
droite; ou obtiendra ainsi la ligne de visée. Quant à la dis- 
tance Mb) elle se calcule par la formule 
MN 



Fig. *îJ. 



M(o 



: PI. 



NP' 



Mais, en générnl, (ki moins dans une certaine étendue de 
lorrain, la position du centre de la batlerio importe pou; on 
choisit donc l'alignement fondamental XX' de façon que le 
point N soit dans la région favorable & l'établissement de 
cette batterie. 

Remarque II. — Les solutions précédentes réclament l'em- 
ploi de l'équerre ou et lui de la ^ausse éjucrre; une autre 



\') Les droilus l'I, Mu u'ont pas é 
à la flifure. 



S trac -a pojr aiâSGT plusdoucltclii 
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constructioD, celle-ci n'exigeant, que des alignemenla et un 
cordeau, repose sur la propriété des points milieux des diago- 
nales d'un quadrilatère complet; nous l'indiquerons dans un 
chapitre suivant, quand nous traiterons de certains problèmes 
d'artillerie. Ace moment, nous reviendrons sur la question pré- 
sente, pour l'examiner dans toute sa généralité. 

69. La distance à une droite inaccessible. - l> La 
totution directe. Représentons toujours par A, B les deux 
5^ points inacceseibles consi- 

dérés ; et proposons -nous 
d'évaluer la distance d'un 
point 0, pris dans la région 
accessible, à la droite ÂB. 

Bien entendu, on ne sup- 
pose pas que le prolonge- 
ment de AB pénètre dans 
la partie accessible. 

Dans celle-ci, traçons une 
droite i; soient A', B' les 
projections de A, B sur A. 
Les angles AB'G, BAT) 
étant droits, traçons CD 




Fig. SU. 
qui rencontre A'B' en J. Nous avons 

par suite, BB' - AA' = BK ^ ~ÂfB'*{~ L\ . 

Vbd â'C/ 
D'autre part, le trapèze CA'JL donne (Premièie partie, § )4) 
I _ I 1 I 1 

D'après cela, nous avons donc 

BK.B'R= A'B". 

Celte égalité prouve que les triangles ABK, A'B'R sont 
semblables. Ainsi A'R est perpendiculaire sur AB. Incidem- 
ment, on voit <iue nous trouvons ici une solution du problème, 
envisagé d'ailleurs à la fin de ce chapitre, qui consiste à afcow- 
ser «ne perpendicalaire sur une droite ituiccetsible. Ce problème 
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ne présente guère d'intérêt particulier; en effet, si l'ou sait 
tracer des parallèles à une droite A.B (et nous avons résolu ce 
problème de plusieurs façons, dans les paragraphes prêcô* 
dents) on détermine, par cela même, au moven de l'équerre, 
des perpendiculaires à cette direction. 

Mais l'évaluation de la distance du point donné à la droite 
inaccessible est au contraire un problème que nous n'avons pas 
encore abordé; on pentlerésoudiecommenousallonsrindiquer. 

Considérons les triangles semblables AA'S, A.'fi'R; nous 
A'S B'R 

M ■ A'A ^'*^" 

Mais AA— ; 

, . ,„ Â^' . B'R 

''"'"^ ^^=TR:ru- 

On calcule A'S : la distaucc inconnue est égale à A'S + A'H. 

2" La solution par le quadrilatère. — Lorsqu'on a déterminé, 
par une méthode quelconque, ladirec- 
tion de la perpendiculaire OS abais- ^ 
sée, du point donné 0, sur la droite 
AB, ou peut calculer OS en utilisant 
la propriélé classique des diagonales 
du quadrilatère. 

Ayant pris au point arbitraire M sur 
la partie accessible de OS, on a 



OS OU OK 
Celte formule est commode, quand 
on fait u83gG do la table des inverses. fig. gti. 

Cotte solution, et une autre (*), beaucoup plus compliquée, 
ont été indiquées par Servois f^c. cit., p. 66). 
(') Celte seconde Bolulion reposa aur l'égalité bien connue 
1- z^ ^p(p - o)(p — 6)[p _ c). 

Pour déterminer l'inconnue A, 11 faudrait, par ce procédé, calculer les 
Irola cAtéa du Irlangio OAB ; en particulier, AB, problème plus compli- 
qué cerUinemenl que celui qu'on propose. Serrois, aprèa l'avoir exposée, 
ajoute : « Celle aolullon eat conforme, pour la muche, t ce qu'on pré* 
sente conununément >. Pour la marelle, la solution en question ne sou- 
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3" La solution par la Table des mveries. — Nou8 indique- 
J^ ^ rons, en dernier lieu, une méthode 

particulièrement simple, surtout 
quand on fait usage d'une labledcs 
inverses. 

Soit A la droite inaccessible; par 
le point donné 0, jalonnons une 
droite A' parallèle à A. On observe, 
sur A, UQ point visible B; soit P la 
projection de B sur A. Ayant effcc- 



-r 



Hj. tts. tué les jalonnements qu'indiqui 

figure, on a (Première parité, § 14), 
I _ I 1 

BP"~OK ~ Âïî' 
Les longueurs CK, AH pciiveut être choisies aussi petites 
que l'on voudra et dans le voisinage même du point O, si la 
région accessible se trouve très limiiée ; c'est donc bien là, 
dans le sens expliqué plus haut(p.230), une solution générale. 

70. La perpendiculaire à la droite inaccessible. — 

Si l'on sait tracer, dans la région accessible, une parallèle 
. à une droite inaccessible AB, on sait, par cela 
^ " .'] même lui mener des perpendiculaires, etvice- 
^^ /'"l'' versa. On peut donc ramener le problème ac- 
'i \ ,' I (ucl à celui qui a été traité plus haut, et qui 
I /\ I permet de mener, par un point, une parallèle 
I / \ '. accessible à une droite inaccessible. Il n'est 
. pourtant pas sans intérêt de le résoudre di- 
rectement. 

Soient a, ^ les projections de AB sur une 
droite A, tracée dans la partie accessible, 
f ijj- *'''■ Ayant déterminé, comme l'indique la figure, 
les [ oints A', B' {^') en construisant les angles droits ApA', BiB", 

lOïc cii cUU aucuae objcclioo; tllc o:t, au point do vue Ihéoi-iquc, ino- 
procliable. Mus s'il s'agit, comme dans l'capëce, d'une solution pratique, 
il faut avouer qu'elle est aussi mauTsise que possible; c'est d'ailleurs 
l'opinion de Sorvois lui-même. 

(•} Suivant uns expression que nous proposons dans le chapitre suivaut 
(8 73) A', F sont les rëciproçi'W do A, B. 
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Abaissons, sur a^, la perpendiculaire OH; les triangles sem- 
blables ^OH, A ?..-. d'une part; aOH, ctB'p, d'autre part, donnent 
les valeurs de B'p, A'x; et l'on a 

(1) ^ = m ^'^ ~ P"*- 

Soit H' l'isotomique de H, sur «p. On a 
HH' =aR- pH, 
et l'égalité (1) devient 

BC HH' 
ÂC ~ OH ■ 
D'après cela, leS triangles rectangles ABC, OHH' sont sem- 
blables, et la droite OH' est perpendiculaire sur AB. 

En résumé, ayant déterminé le point par les perpendicu- 
laires aux lignes de visée otB, pA , on projette 0, en H, sur «§, 
et l'on prend l'isotomique de H par rapport ô a^ («H' = Hp) : la 
droite OH', ainsi obtenue est perpendiculaire sur AB. 

La distance inaccessible AB se détermine bien facilement 
si l'on observe que 

.B.2s:..,. 

Cette détermination de la longueur de la droite inaccessible, 
problème que nous allons développer, en entrant dans des 
détails plus circonstanciés, dans le chapitre suivant, est suffi- 
samment simple dans la pratique, lorsqu'il s'agit d'évaluer 
un segment très éloigné, si l'on peut tracer, dans la région 
accessible, denx parallèles aboutissant aux extrémités du 
segment. On remarquera, en effet, que la hauteur OH est 
d'autant plus petite que les points A et B sont plus éloignés; 
la construction précédenle pourra donc, dans ce cas, être 
effectuée, sans nécessiter l'emploi d'une grande étendue de 
terrain. 

GÉOMÉTRIE DE LA RiGLR. IS 
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CHAPITRE vil 



LA DISTANCE DE DBDS POINTS INACCESSIBLES 

Parmi les problëmea de la Géométrie pratique, concernant 
deux poiots inaccessibles, le plus important est celui que nous 
abordons maintenant. Nous voulons parlerdela détermination 
de la distance de ces deux points. De nombreuses solutions 
ODt été proposées pour cette question ; nous ferons connaître 
les principales, eu mentionnant les avantages ou les inconvé- 
nients qu'elles nous paraissent présenter. Nous indiquerons 
aussi d'autres solutions, plus simples, ou njieux appropriées à 
certaines difficultés. La marche que nous indiquons ici, pour 
les développements qui vont suivre, est d'ailleurs, comme on 
peut l'observer, conforme au plan général que nous avons 
adopté dans la rédaction des chapitres précédents. 

71. La méthode cartésienne. — Voici quel est le prin- 
cipe de cette méthode. Imaginons une figure inaccessible F 
constituée par un 
certain nombre de 
points A, B, G, ... 
Traçons, dans la 
région accessible, 
deux droites rectan- 
gulaires OX, OX' 
et, au moyen de 
l'équerre d'arpen- 
teur, déterminons 
surOXetsurOS'les 
points a, b, c, ..., 
d'une part; a*, fi', 




Fig. ns. 



C, ... d'autre part; représeutantles projections, sur ces droites 
des points A, B, G, ... Si les deux ponctuelles a, b, c ... ; 
a', b', c', ... sont situées dans la région accessible, on com- 
prend que des mesures effectuées sur elles permettront de 
déterminer certaines longueurs relatives à la figure inacces- 
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sible F. Tel est, en peu de mots, le principe de cette méthode: 
on voit pourquoi noua la nommons méthode cartésienne (•). 

En particulier, si nous considérons deux points ÂetB; 
après avoir relevé les longueurs ab, a'b', nous aurons la dis- 
tance inconnue AB par la formule 

AB = )/{ab)' + (afby . 

Si l'on veut éviter tout calcul, on pourra, au moyen d'un 
cordeau, prendre 0§ — ab, Oa = o'è'; 
alors ap est la longueur cherchée. 

Dana le cas oh l'on ne posséderait qu'une fausse équerre, 
on répéterait les construc- 
tions précédentes, comme 
l'indique la figure 229. On 
jalonne les droites OX, OX', 
sur deux lignes de visées 
fournies par les branches 
de la fausse équerre, sup- 
posées fixes pendant tout 
le cours des opérations. 
Le triangle Oa.p, ainsi déter- 
miné, est égal au triangle 
CÀB ; on a donc, encore, 
ap= AB. 

72. La méthode pseu- "'"■ **' 

do-cartéaienne. — La solution que nous venons d'exposer 
est, au point de vue pratique, soumise à une objection sérieuse. 
Elle exige, en effet, que les segments ab, a'b' soient situés, 
l'un et l'autre, dans la région accessible; or, quels que soient 
lea axes OX, OX' choisis dans cette région, il peut se faire 
que l'un BU moins de cea segments soit rejeté dans la partie 




Lorsque cette circonstance se présente, voici comment on 
peut modifier la méthode précédente. 

(*) L'idâe que noua exposons ici, qui repose but la conaidération de 
deux axes tracés dans la partie accessil)le,ae trouve applii^ée à lamesure 
des aires des po^gones inaccessibles dans les éléments dt Géométrie de 
l'abbé Re^dellet, revue par l'abbé Reboul. 7' édition, p. 499. 
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certaÎB point I; 01 est u 
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Il est toujours possible de choisir l'un des axes (OX, par 

exemple) de fa$on que la projection ab, de ÂB, sur cette droite, 

se fassedans le voi- 

/, sina^ du point 0. Si 

'' \ l'on jalonne ensuite 

*^ / \ une droite OX' fai- 

,' ', ; ■ \ sant, avec OX, un 

>[ \ angle suffisamment 

/' / \ '\ obtus, la projection 

a'b' de AB, sur OX', 

se fera, dans le voisi- 

uage du point 0. Cela 

posé, prenons OH 

= a'b', 0K = a6;les 

perpendiculaires éle- 

IX axes OX, OX', se coupeot en un 

e droite égale et parallèle à AB. On 

le voit immédiatement en observant que, si l'on mène 01 égale 

et parallèle à AB, les projections de 01, sur les axes OX, OX', 

doivent être respectivement égales à ai) et à a'b'. 

RBHAnQOK I. — En appliquant cette méthode, on doit 
soigneusement observer que les distances OH et OK doivent 
être non seulement égales aux longueurs respectives a'b', ab, 
mais qu'elles doivent encore avoir la mime direction. 

Rkharqde II. — La solution précédente donne lieu à une 
vérification qu'on ne doit pas négliger, si l'on veut opérer 
avec exactitude. En plaçant la fausse équerre au point 0, on 
pourra relever l'angle AGI; supposons que cet angle soit aigu. 
Alors, après avoir transporté l'instrument en I, les branches 
étant restées invariables, l'angle OIB, observé en I, doit être 
égal à l'angle obtus, marqué par ces branches. 

73. Les solutions par la transformation récipro- 
que. — Voici le principe de la transformation que nous allons 
considérer (*). 

r) ILa transformation que nous utilisons ici est un cas particulier de 
cMle que nous avons exposée autrefois, sous ce nom (Journal <U Uathé- 
ma«9i(M (pfciotM, ltl8!,p. 49}.Dans le cas présent, noua rejetons ^ l'inBui 
l'un 4ea ^les âzos constituant la figure de référence. 
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SoitOXane droite tracée densla région accessible; on prend, 
sur OX. un point 0. Soit OA' la 
ligne de visée perpendiculaire à 
celle qui va, de 0, au point inac- 
cessible A. On voit que si A' 
correspond à A, réciproquement, 
A correspond à A' ; pour ce motif, 
nous dirons que A et A' sont doux 
points réciproques. La ligne OA' 
dont il est ici question, se dé- 
termine d'ailleurs sans difficulté 
puisqu'elleestenreiowrrf'e^u^re, Fig. S31. 

relativement à OA. On fixe alors un piquet au point H, oU A 
se projette sur OX, et l'on jalonne le prolongement de la 
ligne AH. Au poiut A, considéré dans la région inaccessible, 
correspond ainsi un point A', situé, au contraire, sur le 
terrain oîi l'on peut opérer. Dans ces conditions, à une figure 
F, constituée par un certain nombre de points A, B, G... 
correspond une figure f, placée dans la partie accessible. 
D'une façon générale, on comprend comment : des mesures 
effectuées sur cette figure f, on peut déduire les longueurs 
de certaines droites de la figure inaccessible F. 
PuMiËHK SOLUTION. — JalounouS, dans la partie accessible. 
Appliquons cette idée à la détermination de la distance de 
deus points inaccessibles, A, B. 

une droite OX perpendiculaire à AB; soient A', B' les points 
qui correspondent aux points visibles, mais inaccessibles 
A, B. 

Nous pouvons écrire : 

5h'_„. 5h'_ 

Par conséqocnl, 

«H"(É--H^) = '^- 
Cette Formule permet de calculer AB. 
Pour rendre la solution plus pratique, on observera que, 
OH étant arbitraire, on pourra prendre, suivant les cas, 
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OH = 10", OH = 100", etc... Par exemple, pour des distances 

h- ,V 



Fig. i3î. 



Fig. S33. 



peu considérables, on donnera à OH la longueur 10, et l'on 
AB [ I 

En se servant de la table des inverses, une simple soustrac- 
AB 
tion donnera ; et, par suite, AB. 

100 

Deuxième solution. — Voici une autre solutiou, de même 
nature que la précédente. 

Prenons (fig. 233} une droite quelconque OX dans la région 
accessible; soient A', B' les réciproques de A, B, par rapport 
à A. La distance inconnue AB se calculera par la formule 



OA' 
HA'' 
a la similitude des triangles 



AB =HH' 

laquelle résulte immédiatement d 
BAH, OA'H. 

Troisièhb solution. — Voici, toujours dans le mêtoe ordre 
d'idées, une troisième solution qui conviendrait assez bien 
au cas oîi les points A et B seraient très éloignés de la base 
des opérations, la distance AB étant relativement petite. 

Ayant choisi un point dans la partie accessible, jalon- 
nons les droit«8 OX', OX respectivement perpendiculaires à OA 
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et OB; puis, prenons les points A', B' réciproques de A, B, 
relativement à OX et à OX'. On a 

OB = OB.25. ..H=^ „.î- 

d'oîl Af-J \ 

BL=0B-AH=^{OB'-OH) '\ ; \ 

Ayant calculé BL, par cette formule, ' ; | \ 
on observe que AB est l'hypoténuse ,' ', ; i 
d'un triangle ABL dont les côtés de i' 'i ', \ 
l'angle droit {AL = OH et BL) sont i \', ji-—-^' 
connus. ~~J^ i ""t^ 

Reharqub. — Aucune des solutions 
précédentes ne résout coniplëtement 
la question posée, parce qu'elles sont soumises, plus ou mains, 
à des exigences matérielles pouvant, dans la pratique, soulever 
certaines difficultés. L'idée des points réciproques permet 
pourtant de présenter une solution générale en prenant deux 
axes OX OX', quelconques, mais suffisamment rapprochés 
des perpendiculaires élevées aux droites OA, OB,pourqueles 
constructions puissent être effectuées daas une région déter- 
minée, voisîue de 0. Nous ne développerons pas cette solu- 
tion; elle conduit, en effet, à une formula offrant une certaine 
complication; d'ailleurs, nous aurons occasion, un peu plus 
loin, de présenter une solution générale, beaucoup plusslmple. 

Mais, avant de faire connaître cette méthode, nous expose- 
rons les solutions principales qui ont été proposées pour le 
problème actuel. 

74. La solution de Mascheroni. Des vingt solutions 
que propose Macberoni (loc. cit., p. 18) pour déterminer la 
distance d'un segment entièrement inaccessible AB, aucune 
ne présente un caractère vraiment pratique. Ou bieo, elles 
exigent des conditions, rarement acceptables (par exemple, 
de voir le segment sous un angle droit, de certains points de 
la région accessible); ou bien, elles conduisent à des formules 
( tri gonomé triques ou algébriques) compliquées, .nécessitant, 
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par exemple, l'extraclion d'une rdcme carrée; opération 
arithmétique qu'on doit éviter, s'il eat possible. 

Nous forons simplement connaître l'idée que Mascheroni a 
exploitée daos ces diverses solutions; elles peuvent se résumer 
de la manière suivante. 

Imaginons qu'on vise les points inaccessibles Â, B, en so 
plaçant successivement aux pointa C, D, arbitrairement choi- 
sis dans la région accessible. Traçons alors, par le point C, 
la transversale PQ ; le théorème de Ménélafis, appliqué an 
triangle PMC et à la transversale NQB, permettra de calculer 
BG, par la formule 

BC + CM QP NH 

BU "QU'NP* 

de laquelle on tin 



BC - - 



CM.QC.PN 



yP.MN - QC.NP 
De même, le triangle PCN et la transversale UBA donnent 
_ PM.RC.CN 

~ MN.RP - PM.BC' 
Ainsi, dans le triangle BAC, on connaît deux cdtés CA, GB 
et l'angle compris AGB ; de ces 
,*■> données, on peut déduire le cAté 

,,ft .-;'■' AB. 

On peut éviter l'emploi de la 
Trigonométrie en observant que les 
deux triangles ACB, MCN ont un 
angle égal; on a donc 
Ab* ^CÂ* +^* ~ aCB.CH, 
MN* ^- Se* -<-CN' - 3MC.CH'; 
avec l'égalité 

CH _ AG 
CH'~GN" 
Ces relations donnent 
ÇA* 4- CB* - ÂB' _ CB.AC _ 
MG» + GN" - MN' ~ GM.GN ' 
On calcule CA etCB par les formulesétablies tout à l'heure; 
les longueurs MC, MN, CN sont relevées directement par le 




Fig. S3S. 
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chaînage, et l'on calcule AB au moyen de l'égalité (i). Mais 
on voit combien cette solution, même simplifiée par certaines 
dispositions particulières de la figure, est peu pratique ; îl 
est vrai qu'elle n'exige aucun instrument; mais seulement 
quelques jalons et un cordeau divisé. 

7B. La première solution de Servois. — Cette solu- 
tion, comme la précédente, dont elle diflere peu d'ailleurs, 
n'exige que des alignements; malheureusement, comme celle- 
ci, elle conduit h une formule peu commode. 

DedeuxpointsCO, pria dans la région accessible, on dirige, 
comme tout-à-l'heure, des li- 

gnes de visée, vers les points A, ^^ ^ '/ 

B, On prend ensuite, sur CO, Jt-''''' aI' 

arbitrairement, un point U ; les .— '' ] /'/ 

lignes de visée UA, UB, déter- "^V^ | ,'/'/ 

minent les points P, Q. Les ^W I '','/ 

triangles ADB, MDN ont un \\\ I /'/'/ 

angle égal; comme nous l'avons 
expliqué au paragraphe précé- 
dent, nous pourrons calculer A B, 
si nous connaissons les distau- VK/ 

ces 04 et OB. '\|/' 

C'est, comme on voit, leprîn- ^ 

cipe de la mélhode de Masche- pig, tas. 

roni, principe dont le but est do ramener la recherclie de la 
distance de deux poiuts inaccessibles, à la détermination, 
plus simple, et précédemment résolue, de la longueur d'un 
segment dont une extrémité seulement est inaccessible. Mais 
la détermination des longueurs OA, OB se fait plus simple- 
ment, dans le tracé imaginé par Servois; voici pourquoi. 

Prolongeons OC jusqu'à sa rencontre en K avecAB; daus 
le quadrilatère complet ACBMON, la diagonale 00 est partagée 
barmoniquement aux points U et K; par suite, les ponctuelles 
OPMA, OQNB sont barmouiques. 

2 _ l I 2 l_ I 

"'*'**^' m~'ÔQ'*'ÔB' ÔM~'ÔP'^ÔÂ' 

Telles sont les formules qui permettent- de calculer assez 
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rapidement, si l'on fait usage de la table des 
distances OÂ et OB et, par suite, A3. Néanmoins, la méthode 
de Servois, tout en perfectionnant un peu celle de Mascheroni, 
laisse encore beaucoup.à désirer, au point de rue pratique. 

76. La seconde solution de Serrols. — Vers la 6n 
lie son ouvrage, Servois, revenant sur le problème qui nous 
occupe, développe une solution de Mascberoni, à laquelle il 
apporte une modification importante. 

Cette solution de Mas- 

, ^^^ ~~^'~:vA cheroni est une appli- 

/\, cation du théorème bien 

/ \ connu : dans tout triangle, 

/ \ /e rectangle de deux calés 

y \ estégiâvaientau rectangle 

■ I du diamètre du cercle cir- 

.' ! conscrit, par la kautettr 

/ I qui correspond au Iroi- 

/ Ji sième côlé. 

Jif^"'^' En prenant cette pro- 

\, ^' --^*^'^^^A^ priété, pour base de sa 

^,,,,^ — 1^^ constructioa, Maschero- 

"^ ni supposait que. detrois 

'^' ■ points accessibles M, N, 

P,l6 segment inaccessible AU pouvait être vu sous un angle 

droit. En abaissant NU perpendiculaire sur MP, on a 

.^ MN.NP 

la longueur ÀB se trouve ainsi déterminée. 

Mais cette solution rencontre, dans la pratique, des diffi- 
cultés et il n'y aurait pas lieu de la signaler ici, sans le 
perfectionnement, très notable, que Servois lui a donné. 

Comme l'observe Servois^ il n'est pas nécessaire de supposer, 
pour appliquer le théorème cité, que les angles sous lesquels 
le segment inaccessible est vu des points M, N, P soient droits ; 
il suffit qu'ils soient égaux, et que, a désignant leur valeur 
commune, on mène, du point M, sous l'angle a, une oblique 
NH' à la base MP. 



1.;. Google 



DB LA RÈGLE ET DE L*ÉQUEItRE 251 

En effet, soit A' le point diamétralement opposé à A. Les 
deux triangles A'AB, H'NH sont semblables et l'on a 

AB^_NH 

AA' ^NH'' 
Mais AA' = ^^. 

Donc, finalement, 

Pour toutes ces constructions, une fausse équerre suffit; de 
plus, les tracés indiqués peuvent toujours être exécutés. En 
effet, (X est quelconque, et MNP représente un triangle dont les 
dimensions peuvent être aussi petites que l'exigera le peu 
d'élendue du terrain accessible. 

Tels sont, croyons-nous, les principaux procédés qui ont été 
proposés pour mesurer la distance de deux points inacces- 
sibles. 

Nous exposerons maiotenant, pour ce même problème, plu- 
sieurs solutions qui nous paraissent plus pratiques. 

77. Les solutions par la fausse équerre. — !■> Soit A 
une parallèle menée à AB, dans la partie accessible. Prenons, 

sur A, un seg- ^^^ 

ment CD, arbi- Kj, ,.-'' 

trairement, et /: ,,'' 

jalonnons les / [ ,-■'' 

lignes de visée / ,-' 

CB, DA, de fa 
çon à obtenir 
le point 0; si 
Qous menons 
01, parallèle- ''*3- M«. 

ment à CD, nous avons (première partie, § i4). 
I _ I I 

ÂB"Ôi~CD' 

Le calcul de AB, au moyen de cette égalité, n'offre aucune 
difficulté; mais il se trouve encore abrégé, si l'on fait usage 
de la table des inverses. 
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2° La solution précédente est fort simple, en apparence; 
mais elle exige que l'on ait déterminé, dans la régiou acces- 
sible, une peraltble au segment inaccessible, opération ton- 
jours un peu longue ; la solution que nous allons donner main- 
tenant est plus directe; elle fait connaître, tout à la fois, la 
parallèle cherchée et la longueur du segment. 

Prenons deux points arbitraires 0, 0'; puis effectuons les 
jaloDnemenIsqu'indiquelaBgure 239, conformément à une con- 
struction précédemment donnée (§ 65). Noue avons démontré, 




Fig. tS9. 

au paragraphe cité, que PQ est parallèle à AB. On pourra donc 
appliquer à la figure A6PQ la construction indiquée tout à 
l'heure. 

Mais on peut aussi calculer AB, sans afTectuer de nou- 
veaux jalonnements, par une formule que uous allons établir. 
Les triaugles semblables ÂOB, QO'P donnent 

AB AO 

PQ ~ QO' " 

AO GO 
D ailleurs i5^ = Tô'' 
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De ces égalités, en observaDt que OC = O'D, on déduit 

^ PO'.QO- 

Cette formule permet de trouver BA, et la solution qu'on 
vient do lire peut être considérée comme générale, parce que 
le quadrilatère PQGD étant aussi petit que l'on voudra, les 
jalonnements nécessaires peuvent être efTeclués daus un 
espace donné, quelconque. 

3** Parmi les solutions gui, dans le problème actuel, ressortent 
de l'emploi de la fausse équerre, nous citerons encore celle 
qui découle de la 
transformation par ,,;.''*■--, 



Prenons une base 
00' dans la région 
accessible et, avec 
le fausse équerre, 
relevons, en 0', 
l'angleOO'A. Ayant '^. *«. 

jalonné la partie accessible de OA, déterminons, sur cette droite 
le point A' d'oJi l'on voit 00' aoua un angle OA'O' égal à OO'A. 
Les triangles semblables OA'O', O O'A donnent 

(1) OA.OA'- W. 

On trouvera, de même, sur la partie accessible de OB, un 
point B' tel que 

(2) OB.OB'=ÔÔ^. 
Les relations (1), (2) donnent 

OA.OA' = OB.OB'; 
et celte dernière égalité prouve que les triangles ABO, B'A'O 
sont semblables. Nous avons donc 
AB _ OA 
A'B'~ OB'' 
AB OA.OA' 00'* 

et, par suite, ï^^^ = ôÂ^ÔF = ÔI\ÔF- 

Ainsi, la longueur inaccessible AB pourra se calculer par 
la formule 

00'^ 



1.;. Google 



1 



334 assAi SDR la cfiOMÉrniE 

Od observera, d'ailleurs, qu'en prenant pour base une droite 
00', suffisamment courte, les longueurs OA', OB' serontaussi 
petites que l'on voudra; les jalonnements qu'il faudra faire, 
pour mesurer lesdistances qui entrent dans l'expression de ÂB, 
seront donc aussi restreints que l'exigera l'espace accesBible, 
sur lequel on doit opérer. 

78. Solution par l'équerre ordinaire. — Parmi les 
solutions, très nombreuses, qu'on peut appliquer au problème 
actuel, en utilisant l'équerre ordi- 
naire, noua exposerons seulement 
la suivante, d'une simplicité remar- 
quable. 

Imaginons deux pôles fixes 0, C; 

& un point M, pris dans la figure inat 

(hny cessible, faisons correspondre un 

autre point (JL, en élevant [xO, iaO" rea- 

pectivement perpendiculaires à MO, 

MO'. Si le point » se trouve placé dans 
Fia. W. , . . ^ ", , ^ 

la région accessible, on pourra, par 

ce procédé, base d'une transformation quadratique et réci- 
proque, construire une figure accessible; puis, des mesures 
effectuées sur celle-ci, déduire les dimensions des lignes 
inaccessibles considérées. Cette correspondance des points 
M, (<', il est bon de l'observer, oifre bien le caractère pratique 
indispensable aux constructions que l'on doit exécuter sur le 
terrain. Kn elfet, après avoir fixé deux jalons en ui, m' sur les 
directions Q^, 0'[i, il suffit, pour déterminer la position de |», 
de planter un troisième jalon eu ligne droite avec : 0, w, d'une 
part; 0', (u', d'autre part. Or, tout cela constitue une opération 
des plus simples ; la transformation en question peut, par con- 
séquent, donner lieu à de nombreuses applications, dans la 
géométrie pratique. Nous aurons occasion de l'utiliser plus loin 
(chap.XI) à propos de la détermination de la base d'essai pour 
la mesure de la vitesse des bâtiments; pour le moment, voici 
comment elle permet de résoudre le problème qui nous occupe. 
Nous supposons, pour signaler le cas oîi la méthode actuelle 
s'applique avec le plus de succès, que lo prolongement du 
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segment Mïf considéré, pénètre dans la partie accessible. 
Nous prenons alors, pour pôles de transformation, un poiotO 
de ce prolongement, et un autre point, arbitraire, 0'. 

On observera que, dans cette transformation des figures, les 
projections des points correspondants M, \i sur la ligne des 
pôles 00' forment, avec ces points, une ponctuelle isotomique. 
En effet, le quadrilatère OM^jlO' est inscriptible à une circon- 
férence ayant pour centre le milieu de M(ji.; par suite, la pro- 
jection des points M, [x se fait, sur 00', à égale distance des 
points 0, 0'. De celte remarque, découle immédiatement la 
suivante : les projections des segments correspondants MM', jai*', 
sur 00', sont égales. 

Traçons par M, \i.' des parallèles à 00'; puis, par M', jx des 
perpendiculaires à cette même direction 00'. Nous formons 
ainsi deui triangles MM'H, [ajx'K qui ont leurs côtés perpen- 
diculaires, deux à deux. Nous avons donc la relation 
MM'_ MH^ 

mais MH = ^'H, 

o-'K 
donc, MM' = (j.;*' ■ !— j=- • 

£n prenant le point 0' de façon que l'angle M'OC soit suf- 
fisamment voisin de 90", on pourra, avec une base 00', rela- 
tivemontpetite, mesurer des distances telles que MM'.beaucoup 
plus grandes. Tout revient donc, comme l'on voit, à mesurer 
les trois côtés d'un triangle [x/K, facile à déterminer; aussi, 
croyons-nous pouvoir signaler cette solution, comme particu- 
lièrement simple. 

Nous terminerons ce chapitre en nous proposant l'examen 
du cas intéressant où les extrémités du segment inaccessible 
sont invisibles. 

79. La distance des deux points invisibles. — Sup- 
posons, pour mieux préciser le caractère pratique du problème 
que nous abordons ici, quoi, A' représentent deux routes 
rectilignes, bifurquant en un certain point 0, invisible. La 
même hypothèse étant faite pour 0', point de concours des 
droites S, S'; on peut alors demander: i" de déterminer. 
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sur la droite AB, le point oti elle est rencontrée par 00'; 
S" d'évaluer la distance 
00' et de jalonner celte 
droite. 
/i \ I , Prenons, sur AB, un 

x/r/ t\ fi. V point arbitraire E, suffi- 

samment rapproché de A, 
pour que les jalonnements 
puisBantétreelTectuéBrapi- 
dement. Après avoir mené 
* *' EC, ED parallèles, respec- 

'^- ***■ tivement, à i et à S', la 

droite CD indique déjà la direction de 00'. 

Pour avoir le point de rencontre de 00' avec AB, il sufBt 

de construire, comme l'indique la figure, le point K, homolo. 

guedeF; laparallèleàCD, menéepar K, est la droite cherchée. 

Enfin, la longueur inconnue 00' est donnée par la formule 




00' = CD. 



AF 

ak' 



CHAPITRE Vm 

LES FIGDRES INACCESSIBLES — LB PROBLÈME DB LA CAPITALE 

Nous allons supposer maintenant que, dans la région inac- 
cessible, nous ayons à considérer des points, en nombre quel- 
conque, ou des droites; et nous nous proposons de résoudre un 
certain nombre de problèmes relatifs à ces figures. 



Noua envi 
puisse imagi 
tenant, celui 



gagerons d'abord le cas le plus simple qu'on 
ner dans l'ordre d'idées que nous abordons main- 
la ligure en question est formée par trois 



points A,B, C visibles, mais inaccessibles. 

80. L'angle inaccessible. — Une première question se 
présenta au début de cette étude. En supposant trois points 
A, B, 0, placés dans les conditions que noua venons d'indiquer, 
on peut demander la valeur de l'angle ABC. Ëo particulier on 
peut rechercher si ces trois points sont, ou non, en ligne droite ; 
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en supposant, bien entendu, que les lignes BC, AB, prolon- 
gées, ne pénètrent pas dans la partie accessible. 

Ayant pris, quelque part, un point 0; on mène, par 0, une 
semi-droite A, parallèle à BA; puis, par une deuxième opéra- 
tion, on détermine une autre semi-droite A', parallèle à BO. 
Si les jalonnements A, A' sont bien dans le prolongement 
l'un de l'autre, les pointa considérés sont en ligne droite. Dans 
tous les cas, l'angle de A avec A' est égal à l'angle ABC. 

Pour avoir A et A' on peut opérer de diverses façons. La 
figure 243 re- 




sible, guandon 

' ^ Fia. 2i9. 

suppose, com- 
me nous l'avons fait, que les prolougemeats des cdtés de 
l'angle ne pénètrent pas dans la région accessible. 

81. Les trois points inaccessibles en ligne droite. 

— Le cas oîi les trois points A, B, G sont en ligne droite mé- 
rite un examen particulier. Bien des solutions se présentent 
à l'esprit pour résoudre cette question : Crois points inaccessibles 
A, B, C étant supposés visibles, les lignes de vinée AB, AU, BC ne 
pénétrant pas dans la région accessible, dire si ces fMints sont, ou 
ne sont pas, en ligne droite. 

On peut d'abord, comme nous venons de l'indiquer, tracer des 
parallèles aux côtés AB, BC et vérifier que ces alignements sont 
parallèles. On peut aussi, en appliquantles méthodes exposées 
au chapitre précédent, calculer les distances AB, AC, BC et 
reconnaître que le plus grand de ces nombres est égal à la 
somme des deux autres. On peut encore, comme nous l'indi- 

Ti. DE L. — GËOHËTBIE UB LA RiSLE. 17 
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quons un pea plus loin, calculer l'aire du triangle ABC et 
voir ai elle est nulle; etc, etc... 

Mais ces diverses solutions exigent, sur le terrain, des 
opérations assez longues; nous allons en indiquer d'autres, 
plus pratiques. 

pRKHltRB SOLUTION. — Si los distancos OÂ, OB, OC sont 
connues, ou si elles ont été cal- 

,•« culées, on peut vérifier que les 

pointe A, B, G sont en ligne 
,-'' droite, au moyen d'une égalité 

,'' que nous allons établir. 

Prenons sur OB, dans la par^ 
tie accessible, un pointM; j)uis, 
menons les parallèles MP, MQ 
aux lignes 0(] et OA, Les tri- 
angles OPB, OAfi, qui ont un 
angle commun, donnent 
OAB _ OA.OB 
^'^■'"- ÔPË'ÔEÔR' 

... OBC OB.OC 

On a, de même, ôÛR = ÔâÔR" 
Eu obserront que les triaDgles OPB, OQR sont équivaleots, 
on peut écrire 

PAC 20A.0C _ OA.OB OB.OC 
1 ~ OP.OQ ~ OP.OR "^ OQ.OH' 

OM OP OQ 
ou, auslemeut. _=_ + _. 

Réciproquement; si cette égalité est vérifiée, tes trois points 
A, B, Ci sont en ligne droite. 

Seconde solution. — La méthode précédente exige que Ton 
connaisse lee longueurs OA, OB, OC ; celle que nous allons 
indiquer maintenant ne nécessite aucun calcul. Elle repusu 
sur le principe des figures inverses. 

Prenons un point arbitraire 0. Soit On un jalonnement 
perpendiculaire à la ligne de visée OA. Avec le simple cordeau, 
on prend, sur Oa, un point arbitraire « et l'on jalonne oA' 
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perpendiculaire à aÂ. En répétant cette construction pour les 
points B et C, le cordeau ayant, dans les trois cas, ta même 
longueur Oct, on obtient deux autres points B', C, 

Cela fait, pour savoir si les pointa A, B, G sont en ligne 
droite, on se transporte avec une fausse équerre au point A' 
et l'on relève l'angle {*) B'A'C. L'instrament donne, en mémo 
temps, un angle égal an supplément de B'A'C. En se plaçant au 
pointO, on verras! 

l'angle B'OC est, *• —* —p*^ 

ou non, égal à ce \ ,-''/ ,.'' 

supplément. '■ ,•''' / 

Cette conatruc- \ ,-'' -if. 

lion, comme l'on ,',' ,' -'' 

voit, repose sur ce 
principe des figures 
inverses : à une 
droite correspond 
une circonférence 
passant far le pôle, 

BT BËCIPROQ DINENT, 

Elle offre d'ailleurs pig, us, 

l'avantage de pouvoir être effectuée dans un espace aussi limité 

qu'on voudra ]e supposer. 

82. La mesure de l'angle inaccessible. — La méthode 
précédente peut servir aussi à mesurer l'angle inaccessible; 
mais il faut alors avoir à sa disposition un instrument per- 
mettant d'évaluer la grandeur des angles observés, par exem- 
ple, un goniomètre. 

Représentons encore par A', B', C les inverses des points 
inaccessibles A, B, C. Les quadrilatères AGA'C, BGB'C étant 
inscriptibles; les angles a, a', d'une part; p, p', d'autre part. 



{') L'expression rettoer un angle, qiie nous employonB ici, ne veut pu 
dire qu'on ut besoin de rexpressLan numérique de cet angle; onMt 
marquer aux branches de la faussa âquerre, tout simplement, un angle 
égala celui deBsemi-dcoitesA'B', A'C';sa valeur n'importe pas et, pour le 
dite en passant, ceci distingue la&usaeéquerredu&miaoïèfre, instrument 
dont cous parlons plus loin, et qui, lui, donne la valeur de l'angle. 
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sont égaux, or, nous avons 

aCA' ^ «' + COA', 
aCB' = p' + COB ; 
el, par conséquent, 

B'G'A' = BGA + A'OB'. 
Ainsi, après avoir construit les points A', B', G', inverses des 
points inaocesaibles A, B, G, on obtiendrEi AGB, en retran- 
chant B'OA' de l'angle observé B'G'A'. 

Il j a pourtant lieu d'observer ici, pour éviter toute erreur, 
que, en appliquant cette rbgle, il faut compter l'angle B'CA' 
de zéro à 3ir; cet angle étant mesuré parla rotation de la semi- 
droite CA* tournant autour de G', jusqu'à ce qu'elle vienne 
s'appliquer sur la semi-droite C'B', après avoir rencontré, non 
pas C'O, mais sou prolongement; c'est-à-dire, la semi-droite 






Fig. tie. Fig. Î47, 

G'^. Dans ces conditions, la règle est générale et conduit à des 
résultats pouvant varier de x à ait ou de zéro à i:, suivan t que 
le saillant de l'angle est dirigé vers le point comme dans 
la figare 247 ; ou vers le prolongement de OC, comme le montre 
la figure 246. Un peut aiosi apprécier, non seulement la gran- 
deur de l'angle inaccessible considéré, mais aussi sa disposi- 
tion relativement à l'observateur. 
Beaucoup d'autres solutions pourraient être proposées pour 
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détenniaer la grsadear d'nn angle inaccessible; mais nous 
croyons avoir indiqué les plus pratiques et, sans insister 
autrement sur cette question, nous abordons l'importaDt pro- 
blème de la capitale. 

LB PROBLtiU ns LA CAPITALK 

Parmi les problèmes qui se rattachent à l'angle inaccessible, 
le plus important, par l'application qu'on en fait dans l'art de la 
guerre, est celui qui se propose la détermination de la captCak. 
On sait qu'on entend, par la, la bissectrice d'un saillant, angle 
formé par deux lignes de fortification, 

83. La solution peu* le Goniomètre {*■). — !<> Soient 
Câ, CB les côtés de l'angle inaccessible, formant, parexemple 
les arêtes d'un eaUlant; il s'agit 
de déterminer la capitale de ACB. 

Sur les prolongements des côtés 
AC, BG ou choisit, arbitrairement 
d'ailleurs,deuxpointsD, E;Btavec 
le Goniomètre, on relève les angles 
CED = a, CDE = p. On a donc 
AUB = ,u - « - p. 

Ayant ainsi calculé l'angle G, 
ODse reporte, successivement, aux 
points D, E; et, par cespoints,on 
trace deux jalonnements faisant 
avec DE, dans la partie opposée 

à C, des angles égaux à — ; on ob- 
tient ainsi un certain point F'. '"' 

De cette construction, il résulte d'abord que le quadrilatère 
EFDG est inscriptible. 
On a donc ECP=EDF = -, 



I*) Cette Bolation et la suivante sont emprunléaa (p. 21) k rouTrage ta 
Guwre de* siégei, & l'usaKa des Acadâmiea militaires et des Eootes de 
cadets en Autriche; par MorizBrunner, capitaine de l'Elat-major du Génie 
autricbien, — tradnU de l'allemand, par H. Plette, capitaine du Oéoxe. 
(Firmln Didot, 1874.J 
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FCD= DEF=-; 



par suite 
On peut dire ai 



V 



EGF = FCD. 
;si que FË=:FD; or, à des cordes égalée 
correspondeot des arc3 égaux; CF est donc 
la bissectrice de l'angle ECD. 

Un point F de la capitale étant ainsi 
déterminé, ta ligne de visée s'obtient 
en fixant un jalon entre F et C, en ligne 
droite avec ces deux points. 

84. La solution par l'équerre 
ordinaire. — Prenons, comme tout à 
l'heure, les points D, E; les perpendicu- 
laires, menées par ces points, aux côtés 
CD, DE, donnent un certain point G, Si 
l'on trace la bissectrice GK de l'angle G, 
la capitale cherchée s'obtient en détermi- 
nant la ligne de visée i, qui, partant de 
Fig. tis- c^ tombe perpendiculairement sur GK. 

86. La solution par la fausse équerre et le 
cordeau. — Si l'on ne possède pas les instrumen's que nous 



A 



Fig. 3S0. 

avons utilisés dans les solutions précédentes, on pourra tou- 
jours opérer avec une fausse équerre, ou avec un simple 
cordeau, comme nous allons l'indiquer. 
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Par lea points D, E, au moyen de la fausse équerre, traçons 
des jalonnements I>D', EB' respectivement parallèles aux 
lignes de visée GB, CD. Si nous prenons D' arbitrairement, 
puis, avec un cordeau, E'E = D'D, par un théorème connu {*) 
les lignes DE', ED' se coupent en I, sur la capitale cher- 
chée. 

86. La solution générale. — Les solutions qu'on vient de 
lire exigent que lesprolonge- 
ments des arêtes du saillant, 
pénètrent dans la région oîi 
l'on peut opérer. Il n'en est 
pas toujours ainsi; notam- 
ment, lorsque le saillant est 
obtus. 

Uais voici une solution 
générale; c'est-à- dire, 
une solution susceptible 
d'être utilisée dans tous les 




(*) Ce théorème a été proposé souB le D'90ÏOd&nsrE[juoa(ioiia< Timei ; 
puis, résolu dans le numéro do juin 1887. Voici, d'ùlleurs, comment on 
peut le démontrer. 

Soit OABC un parallélogramme', ajant pris AQ — CP, il faut mon- 
trer que AP et GQ se coupent, en I, sur la bissectrice de AOG. A cet 
effet, menons IR parallèlement a OA; Je dis que IR = OR. 

Le trapèze OAGP et U droite IR 



parallèles t 
(11 IR.OC = OA.RC + CP.OR 
D'autre part, en considérant le 
triangle APB et la transTersale 
QIC, on a 

AQ I^ CB__ 
QB ' lA ' CP ~ ■ 
Mais AQ = CP, donc 
1P_ RC_ QB 




lA OR 



BC 



Fig. isa. 



La relation (1 ) peut alors s'écrire sous la forme 

OR.^ ^ OA.^ + CP = QB + CP = QB -I- AQ = AB. 

Or, OC «3 AB; finalement 

IB = OB. 
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Par un point 0, arbitrairement choisi, oa tracera, par 
l'un des procédés connus, des jalonnements Oa, Of respecti- 
vement parallèles aux semi-droites CÂ, CB. On détermine 
ensuite la bissectrice A de l'angle formé par Oa et le prolonge- 
ment de ^ ; la projection de G sur A détermine, en H, un 
point de la capitale. 

Cette construction s'applique, bien entendu, au cas où les 
prolongements des côtés de l'angle pénètrent sur le terrain 
accessible; elle se trouve môme simplifiée, parce que l'on 
peut prendre l'un des prolongements, pour constituer l'un 
des côtis de l'angle aOp. 

LES AIRES IKACCBSSIBLBS 

Noua avons appris, précédemment, à calculer la longueur 
d'un segment inaccessible ; nous pouvons déterminer l'aire 
d'un triangle inaccessible en évaluant successivement ses trois 
cAtés ot en appliquant, ensuite, la formule de Héron. Sachant 
trouverl'aired'nn triangle inaccessible, OD en déduit celle d'un 
polygone quelconque en décomposant celui-ci eu triangles. 
Mais une pareille solution est peu pratique, vu les longueurs 
qu'elle comporte. Nous allons proposer, pour ce problème, 
des solutions plus simples. 

87. L'aire du triangle inaccessible. — La méthode 
cartésienta. Lor s qu e 
les côtés du trian- 
gle considéré ÂBG 
ne sont pas trop 
considérables ; si, 
en outre, les som- 
mets ne sont pas 
très éloignés du 
terrain oh l'on 
opère, la méthode 
cartésienne s'appli- 
que r'emarquable- 
Fig.iss. ment bien à la 

détermination de l'aire de ce triangle. 
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Âpres avoir tracé deux alignements rectangulaires Ox, Oy. 
on détermine avec i'équerre ordiuaire, les projections des 
points A, B, G sur cea axes. Ayant relevé, au moyen de la 
chaîne, les longueurs Oa, 06, Oc;Oa', Ob', Oc'; raire. cherchée 
S est donnée par la formule connue (*). 
I Oa Oa' I I 
± S = - 06 06' I - 
^ I Oc Oc' I I 

88. L'aire du polygone inaccessible.— Oapeutgéné- 

raliser cette méthode et l'appliquer à la détermination de l'aire 
d'un polygone quelconque, A,Â, ... A„ , supposé inaccessible. 
Dans ce cas, on a (**) 

_^ I Off, 06, I I Oa, 06, I I 0«„ 06„ 1 

~ ^ 1 Oo, 06, I "^ I Oa, 06, I "^ ■ " ■ "^ I Oa, 06, | ' *^ 
Dans la pratique, cette formule est commode parce qu'elle 
est générale et toujours applicable, quelle que soit la dispo- 
sition des sommets du polygone. On sait comment l'aire du 
polygone se ramène à celle du triangle, en la décomposant 
en triangles; mais, pourles polygones inaccessibles, il peut se 
présenterune difficulté, résultant de ce fait que les triangles 
considérés doivent être, tantôt ajoutés; et, suivant les cas, tan- 
tôt retranchés. Or, pour des figures inaccessibles, il n'est pas 
toujours facile de distinguer le premier cas, du second. En 
employant la formule (A), on évitera cette difficulté. 

La construction précédente ne peut être employée que si 
les points A, B, G ne sont pas très éloignés du terrain sur 
lequel on peut opérer ; elle n'est pas générale. Il nous reste 
donc à traiter, par des moyens plus pratiques, le problème 
des aires inaccessibles. 

89. Aire du triangle inaccessible. (Solutions diverses.) 
— 1° Supposons d'abord qu'un seul sommet G du triangle 

OOapoumitasgarémentBepasBericitdelB notation desdéterminaiits; 
mais nous l'adoptons pour enter toute diBcussIon sur lea aignea dont il 
fiiut afiecter les produits : Oa, Ob', etc., dont la lomme algébrique fait 
connaître la valeur de S. 

(**) CoHft de matliématigwi tpécMen t. II; p. 75. 
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soit accessible. Jalonnons un ttlignemeat A, passant par G, 
et prenons les réciproques A', B' des points A, B^ par rapport 
à A. Avec la chaliifl, nous pourrons relever les longueurs 
«B Ca = a, A'a = a' ; 

;■ ' Gp = b, B"? = b'. 

j^ ,' ; Désignons aussi par u et t; les 

|\ ; > distances inconnues Aa, B§; nous 

! \ / I avons 

'. '. / I o' = wa', b' — vb'. 

; \ ; ; D'ailleurs 

j \ ; : ACE = ABap - ACa - BOp. 

; \ : ; Par suite, 

; '\ A, ' .r,n " -H K , ,, au bv 
AGB = {a +b) 



- bu 



Ftg. S5i. 
ou finalement. 



AGB. 



\a' 67 



Gette solution s'applique particulièrement bien au cas où les 
sommets A, B sont très éloignés, lorsque la projection de AB, 
sur 4, est relativement faible ; car, dans cette hypothèse, les 
chaînages nécessaires se font sur de petites longueurs. 

Lorsque les trois sommets sont inaccessibles, comme dans 
la fig. 253, on peut prendre, sur la ligne de séparation A, un 
point 0, arbitrairement; puis observer que 

ABG = OBC - OAB - OAC. 
^ -'^^ Mais ce procédé offre quelques lon- 
,,- '^ ,/' gueurs etil est préférable d'attaquer 
■*Vr // le problème par des méthodes plus 

\^. / / directes, comme celles que noua 

\ ^^i" / allons indiquer. 

\ i / 2° Supposons donc, pour nous pla- 

\ 1/ cer dans le cas le plus difficile, les 

^' j ^ trois sommets inaccessibles, et jalon- 

nons une droite A rencontrant les 
f*9- *"■ lignes de visée AC, AB en des points 

P, Q. Effectuons maintenant la construction qu'indique la 
^. 256 et qui nous a déjà servi (§§ 6S et 80). 
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Nous allons montrer que le triangle POQ est moyen propor- 
tionnel entre ABC et ROS. 

Les triangles semblables ABP, POR, d'une part; CAQ, QOS, 
d'autre part; donnent : 



ÂB 



AQ 
OS' 



OQ 
^ AB.AG_ AP.AQ 




Fig. Î5«. 



_ _ AP 
OP ~0R' 
par suite 

''^ OP.OQ ~ OR. OS' 

D'ailleurs, la figure 
APOQ étant un parallé- 
logramme; donne donc 
AP = OQ, AQ = OP. 

La proportion (1) 
prouve donc que 

AB.AC _ OP.OQ 

OP.OQ ~ OR. os' 
ABC _ POQ 
°" POQ ~ EOS' 

La déterra inalion del'aire inaccessible ABCest ainsi ramenée 
à celle des aires accessibles POQ, ROS. Le problème qui 
nous occupe se trouve donc résolu par 
une méthode présentant des conditions 
pratiques très acceptables, si l'on peut 
approcher suffisamment près de l'un 
des points inaccessibles. En ofTet, la 
figure PQRS, quelles que soient les 
dimensions de ABC, est aussi petite que 
l'on veut ; du moins, si l'on opère dans 
le voisinage du point A. 

3" Lorsque les points A, B, C sont, 
tous les trois, très éloignés ; on peut 
néanmoins appliquer la méthode pré- 
cédente, en la modifiant comme nous 
allons l'expliquer. 

On détermine d'abord les directions B, S' des ligues AB, AC; 
puis, sur une droite i, arec la fausse équerre, on détermine 
les points P, Q tels que GP soit parallèle à 8' et BQ à B, En 



■V 



/ 



'f*' 



Fig. 8J7. 
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cherchant (par le procédé indiqué tout à l'heure, par exem- 
ple) l'aire du triangle A'BC.ou aura celle de ABC. Or, plus le 
point A est éloigné, plus le point A' se trouve rapproché de 
la région accessible; condition favorable, comme nous l'avons 
observé, à l'application delà méthode à laquelle nous venons 
de faire allusion. 



90. Solution générale.— Mais aucune des solutions pré- 
cédentes ne résout complètement la questioD précédente, lors- 
qu'ello est posée dans les termes suivants: Un triangle inacces- 
sible, de dimemions quelconque!, dont les sommets supposé 
visibles peuvent être très éloignés, étant considéré; trouver l'aire de 
ce triangle, si restreint que soit le terrain accessible. 

Première solution. — C'est à la méthode d'inversion que nous 
aurons d'abord recours pour résoudre le problème qui, dans 
ces conditions, offre, au point de vue pratique, cerlaines 
difficultés. 

'••z - ;7'' Nous avons expliqué pré- 

; ', \ ,-' , cédemment, et la figure 258 

/ '; ^, /' rappelle la construction 

/ ^ à laquelle nous faisons 

■' \/' \ ici allusion, comment, un 

/\ \t. point A étant visible, on 

,' y' ;_,--' déterminait L; point inverse 

A', de telle aorte que 
OA.OA' ■= h*. 
Soient, de même, B' et C 
les inverses des points B, C ; 
nous aurons, d'abord, 
OA.OA' ^ OB. OB' 
= OU.OC = A'. 
Les triangles OAB, OA'B, ayant un angle égal, donnent 
OAB _ OA.OB h* 

OA'B' " OA'.OB' ~ or»ÔB^ ' 
On trouve, de même : 

OBC h' OCA _ h' 

OB'C ~ ÔF'ÔC?*' ÔCT' ~ OC*îô'*' 
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Mais ABC = OAB + OBG - OAU; 

on a donc 

ÀBc=^ ,^J^,. -J ô^?^oA'B'+u^^oB'c'-ôH'^oA'C' ■ 

UA".0B".0O"( \ 

Cette formule résout la question posée. On observera que, 
eu prenant h suffisamment petit, la figure OA'B'U' est 
aussi petite que l'on voudra, la solution indiquée est donc 
générale; aucune difSculté matérielle ne peut empêcher 
sa réalisation, si les points A, B, G considérés sont visibles, 
à la fois, d'un point convenablement choisi dans la région 
accessible. 

Seconde solution. — La solution que nous allons maintenant 
exposer est certainemeutplus simple; mais elle exige la con- 
naissance d'une formule précédemment établie [Première 
partie, § 8). 

Soit ABC le triangle proposé ; nous le supposerons d'ail- 
leurs aussi grand etaussi éloigné que l'on voudra. 

On observera d'abord que, nu point A inaccessible, appar- 
tenant à une certaine droite PQ, étant considéré, il est 
très facile d'obtenir le conjugué harmonique de A, rela- 
tivement au segment PQ. Il suffit, en effet, de ^ 
jalonner mro', parallèlement à OA et, avec un 
cordeau, de prendre m', milieu de mm'. Cm' va 
couper PQ au point cherché A'. 

Cela posé, voici quel est le principe de la 
méthode en question. 

Jalonnons, dans la région accessible, trois 
alignements quelconques 3^, y*> *P passant 
respectivement par les points A, B, C; puis, 
déterminons les points A', B', C, conjugués 
harmoniques de A, B, C, sur les segments py, ^*9- *3S. 
Y<x, ap. On connaît alors la valeur de chacun des rapports u, v, i 

-^ =— ^^. 

""A'e' " B'y' "' C'a' 

lesquels sont égaux, respectivemeot, i : 

_ Ay Ba _ Cp 
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II D'y a plus alors qu'à appliquer la formule, rappelée tout 
à l'heure. 



eABG= airea^TT- 



La construction iadiqoée pour déterminer le triangle A'B'C 
^ comporte une yérificalion intéres- 

sante parce que les droites B'A', C'B', 
; / A'C passent, respectivement par C, 

\ ■ ..<^A, B. 

', ,■' ,-'' Rbxabqui. — Dana le cas oîi l'aire 

'; / ,-'' inaccessible est enclavée dans la 

y _.■'* région accessible, on pourrait uti- 

vA\- y' liser le théorème établi au para- 

/ W' graphe K de la première partie. Mais, 

1/^^' dans un pareil cas, les espaces inac- 

cessibles considérés étant de faible 
^^- ***■ étendue,laméthode élémentaire, bien 

connue, résout la question avec plus de simplicité. Nous rappe- 
lons seulement que cette méthode consiste à envelopper la par- 
tie inaccessible d'une ligne polygonale 0, choisie aussi sim- 
plement que possible; on calcule l'aire inaccessible en retran- 
chant, de l'aire du polygone considéré, celle de la partie com- 
prise entre et la périphérie de la région inaccessible. 

01. — Examen du cas où les trois points ne sont 
pas visibles simultanément. — Ce que nous avons dit, 
en terminant l'exposition de la première de deux solutions 
développées au paragraphe précédent, nous conduit à l'examen 
d'une difficulté. On peut supposer que les troispoints, sommets 
du triangle inaccessible, ne sont pas visibles, à la fois, pour 
l'observateur se déplaçant dans la région restreinte d'oii il ne 
peut sortir. Nous allons montrer comment on pourrait opérer, 
dans ce cas. 

On voit d'abord que toute la question est ramonée à celle-ci : 
Vn point A est supposé inaccessible; de plus, il est invisible povr 
l'obaervatevr placé en 0; trouver l'itwerse de A, par rapport à 0. 

Soient 0* et 0' deux points d'où l'on aperçoit A; on peut 
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d'abord déterminer les iDverseB a, «' de A, parrapport aux 
pâles (y et 0'; on peut .a 

aussi, bien que A ne soit ,■<' 

pas visible du point 0, •-'//' 

jalonner par les procédés j^/' 

naître (§, 32 fig. 170) la .-''^^ 

direction Oa de la ligne de .. •' / /' 

visée OA, ligne qu'on ne 
peutobtenirdirectement, 
puisque A est cacbé par 
l'obstacle U. 

Cela posé, le théorème 
de Stewart (*), appliqué 
au triangle AO'O", donne ^*6- **'■ 

Âô'.o'o" = Âïr*.oo' + ïff^oo■ - oo'.oo'.o'o'. 

Mais AO'.OV = AO.OA' = A0'.0'« = A«; 
et, par conséquent, 

5H.-^ QO' OO'-OO'.O'O' 

Cette égalité permettra de calcnler A'O; par suite le point 
A' se trouve déterminé. 

Rehahqoe. — Le plus souvent on pourra prendre Jk assez 
grand pour que l'observateur placé sur la droite Oj»' perpen- 
diculaire à Os, puisse apercevoir le point A; dans ce cas, la 
détermination de A' se fait par un coup d'équerre. Mais cette 
solution est soumise à objection, si l'on exige que h soit très 
petit ; condition que nous nous sommes imposée en abor- 
dant, tout h l'heure, la solution géoérale. La détermination de 
OA', telle que nous venons de l'indiquer, peut, au contraire, 
être effectuée, si petit que soit h; de là, malgré sa complica- 
tion, l'iulérèt que comportent les développements du para- 
graphe présent, intérêt qui n'apparaîtrait peut-être pas 
immédiatement, sans cette explication. 



l*) Afalthew Stewart'a (Some gênerai Theorems of comiâtrahU vu i 
higlw para of Mathematia, 1146, prop. II). 
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92. Distance d'un point Inaccessiblo A., à une 
droite A, Inaccessible. - Prbmiërb sOLmoif. — Oa sup- 
pose qus à est déterminée par deux points B, G, visibles, 
tnais inaccessibles. Oa détermine : l" la longueur BC ; â° l'aire S 
de ABC. Gela fait, la distance inconnue s est donnée par 
la formule 

- - ^ 
" ~ BO' 

Seconde Soution. — On tracp, dans la région accessible, 
une droite à'(fig.262) parallèle à A. En mesurant, par l'un des 



Fi<i. ÎBî. Fig. 26*. 

procédés que nous avons fait connaître, les distances CH' et 
AH; leur différence donne la longueur cherchée. 

Nous supposons que le prolongement de i ne pénétre pas 
dans la région accessible; autrement, la difficulté que nous 
venons de résoudre n'existerait môme pas. En déterminant 
la projection A', de A, sur la ligne perpendiculaire à 4, la lon- 
gueur A'H (fiq. 263) est égale à la d 



93. Déterminer le point de concours de deux 
droites inaccessibles. — Deux droites A, A' déterminées, 
chacune, par deux points visibles : 

A, a, pour A; B, p, pour 4'; 

étant inaccessibles, on propose, par un point donné 0, do 
jalonnerunaligupmentallaiit concourir au point «o, commun è 
cesdeux droites ; on demande, aussi , de calculer la longueurOiu. 

Ayant visé, du point 0, successivement, un point A de A et un 
point B de A', on pourra jalonner, dans la région accessible, 
les prolongements Ox, Oy de ces deux lignes OA, OB. Soit 
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À'B' une parallèle 5 AB tracée, bien entendu, dans cette même 
région. Cela fait, on déterminera, par 

les constructions qui ontété utilisées 'i'\ 

pour obtenir A'B', les droites 3, S' a^' ; ^, 
parallèles à Aet à A' et passant respec- y ''."■: *^^ 

tivement par A' etparB'. Les triangles l' \ "\b 

wAB, ù)' A'B' étant homothéliques, les V ■, ; / \^ 

droites qui joignent les sommets ;; .' 

homologues sont concourantes, mm' '^..■' 

passe donc par le point 0. î\ /|\ 

Après avoir déterminé la direction /\S0 / " 

Ow, si l'on veut avoir celte distance, / NJ/ \ 

on observera que y '^' \ 

11 suffit doue, pour connaître Ou), de calculer, comme nous 
savons d'ailleurs le faire, la distance du point au point inac- 
cessible A. 

tietic solution est générale, ^ .■' ,'^ .^ 

parce que la figure Ow'A'B' est 
aussi petite que l'on veut. 

94. Les trois droites 
inaccessibles. — La figure 
constituée par trois droites 
inaccessibles soulève divers 
problèmes; mais, pour nous 
borner, nous envisager seule- 
mentle cas oùles trois droites 
sont concourantes. yig ^^j 

Nous supposons donc nue 
l'on considère trois droites inaccessibles i,, i,, A, cbacunc 
d'elles étant supposée déterminée par deux points visibles. 
Dans ces conditions, on propose : 1' de reconnaître que ces 
droites sont concourantes ; 2° de déterminer les angles qu'elles 
font, k deux deux. 

Cette seconde partiu (que les droites en question soient, ou 
non, concourantes) peut être considérée comme déjà résolue, 

r.. HE L. — Gi:0»KTRIK DK LA RtM.T.. 1" 
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puisque nous avons appris, précédemment, à mener, sur le ter- 
raiu accessible, des parallèlesà des droites iaaccessibles. Nous 
uous bornerons donc à l'examen de la première partie. 



1" Supposons d'abord, pour envisager le cas le plus iàciie, 
que les prolongements des droites A,, A,. A, pénètrent dans la 
partie accessible du terrain. Ayant mené, par nn point A, de 
A„ des parallèles AB, AC aux droites A[, A,; siBOest partagé 
par A,, au point A', en deux parties égales, les droites consi- 
dérées sont concourantes. 




Fig. ÎS6. Fig. SS7. 

Mais cette solution, que uous avons déjà utilisée dans le 
problème des percées concouranLes, est, pour le cas présent, 
peu pratique, parce qu'elle nécessite des opéralioQS exigeant 
une certaine étendue de terrain. En voici une autre qui nous 
parait moins compliquée. 

D'un point A, pris sur A, on abaisse des perpendiculaires 
AC, AB sur A, et A,; si les angles TetTsont égaux, les trois 
droites concourent. 

Le lecteur trouvera d'ailleurs, sans aucune peine, d'autres 
solutions de ce problème très simple; et, sans y insister 
davantage, nous allons examiner certains cas offrant plus de 
difficultés. 

2* Imaginons, par exemple, que le prolongement de A,, seul 
péuètre dans laTegion accessible. 
Par un point 0, pris sur le prolongement de A,, on mèucra 
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des droites o,,3, parallèles à A, et!iA];on appli(|ucra ensuite, 
aux trois droites 6,, Sj, etOA, l'une ou l'autre des véri Dca tioDS 
indiquées tout à l'Iieure. 

3' Admettous cafiu qu'aucun des prolongements des droites 
considérées ne pénètre dans la région accessible, ce qui con- 
slitue le cas le plus général. 

Si l'on peut viser, d'un certain point de la région acces- 
sible: les points A|, Ai, Aj, d'uu6part;B,,Bi, B,, d'autre part; 
en ligne droite avec ce point 0, et respectivement placés sur 
les droites A,, A„ A,, on pourra calculer les distances de à 
ces différents points et I'od' devra vérilier que les rapports 
anharmoniques {0, A,A,A,), (0, B,B,B,), sont égaux. 

Comme il serait pénible de calculer toutes ces distances, 
OA,, OA, ...; 0B„ .. ,, on simplifie l'opération en visant, de 
deux points 0', 0", arbitrairement choisis d'ailleurs, les points 
A„ Aj, A,; Bj, B,, B,, et l'on coupe ces lignes de visée par 
deux transversales quelconques Ox, Oy. 

On a: 

(0,AiA,à,) = (O, >,«.».); et (0, B,B.B,) ^ {0, p.p.p,). 

Par suite, ei A,, A„ &,, concourent, 

= 0,p,3,8,), /'\ " ■ — "^'— *■ 

Ainsi les —/-■■v' '^4— *," 

droites consi- 
dérées concou- 
rent si les 
droites a,§,. 
»ï?ï' «iPf con- 
courent elles- ,;' ' 
mèmesjetréci- 
proquement . 

On peut faire, 
h cette solution, uue objection 
sur A,et A„ peuvent n'être pas 
visible de A,. Le pioblème que nous allons traiter, dans le para- 
graphe suivant, répond à cette objection et permetde coosi- 
dérer la solution précédente comme étant générale. 




Fig. S68. 
les points Ai et A, visibleB 
ligne droite avec un point 
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95. Déterminer le point de rencontre d'une ligne 

de visée avec une droite inaccessible. — Yoici dans 

quels termes doit se poser la ques- 

/' tîoQ que nous venons de soulcvej 



-^■- 



.1 Soit A, une droile inaccessible, 



déterminée par deux poinls visi- 
bles A,B. D'un point pari une 
ligne de visée A, et cette droite 
coupe AB en un point invisible K : 
on veut pourtant, d'un point donné 
0', viser ce point K. 

Jalonnons une parallèle à AB sur 
le terrain accessible; O'K rencon- 
tre cette droite en un point J; et nous avons 

KJ _ AK CI _ AK 

JC~KB *'^DI~KB' 

EJ CI 
purBUite -^^. 

Cette égalité permet de déterminer la positiou du point J; 
et, par conséquent, de lixer la position de la ligne de visée 
O'K. Cette détermination peut d'ailleurs s'effectuer, sans chaî- 
nages et sans calculs, par de simples alignements. 

En quittant cette étude des figures inaccessibles nous 
devons faire observer qu'elles donnent lieu à beaucoup d'autres 
problèmes. On peut, par exemple, proposer do reconnaître 
que quatre points visibles, mais inaccessibles, sont situés sur 
uuc circonférence ; ou domaudcr l'aire d'un triangle dont 
les côtés sont inaccessibles et les sommets iuvisibles, etc... 
Mais nous no pouvons nous étendre ici plus longuement sur ce 
sujet. Il suffira d'ailleurs, pour résoudre ces diverses questions, 
d'appliquer le s idées générales que nous avons exposées, notam- 
ment celles qui ont trait à la transformation, par les diverses 
méthodes indiquées plus haut, des figures inaccessibles. 

96. La méthode de M. Lemoine. — Nous indiquerons 
encore, en terminant ce chapitre, un procédé dû à M. Emile 
Lomoine et qui permet do déterminer les aires et les distances 
inaccessibles. 
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SoitÂBC le triangle considéré; prenons trois points M„ M», 
M, d'oîi nous puissions abaisser des perpendiculaires sur ses 
côtés prolongés ; soient a,, p,, y, ; Oj, pj. ■[, ; «3, Pt yj '. 'es 
coordonnées normales de ces points. 
En désignant par S l'aire de ABC, nous avons : 

fltti + 6p, + cy, - 2S, 
(1) a«, + bpt + Cy, = 2S, 

a%, + 6pj + CYa = 2S. 
Posons 



«iPiTi 




■P.ï, 


^^l'Yi 




«Al 


«,P,Y, , 


m. = 


'P.T. . » 


î « «.'T. , 


m, - 


= .Al • 


".P.T. 




ip.ï. 






«Al 



I^s équations (1) résolues par rapport a a, b, c donnent 

(2i a = 2S ^% 6 = 3S-?, c^2S'^. 
m m m 

Mais on sait que 

16S' = 30'ft' + 2i'c' + 2cW — a' — 6' — c'. 

Substituons, dans cette égalité, les valeurs de fi, b, c données 
par les formules (2); il vient 
m' = S'(m. + m^ + m,)(m^ + m^ — »t„){»i,+ m — m^(m^+ni,~ m.). 

Celte formule permet de calculer l'aire du triangle inacces- 
sible ABC, si l'on peut mesurer les quantités «,, p„y,; Ht, [i,, Y,; 
»a. Pi. ï*- Les égalités (2) feront ensuite connaître les lon- 
gueurs a, b, c des côtés du triangle ABC, si l'on veut les 
déterminer. En posant 

K'~(iM,+»ij+mv)(m.+m^— mo)(in.+m ~%)(mj+»i,— tii..), 
les formules trouvées deviennent 

m. = SK, .,= -j--. S:=~.. "--r- 
Cette méthode est fort ingénieuse, mais elle n'est pas géné- 
rale (dans le sens que nous donnons à ce mot, daus cet 
ouvrage) parce qu'elle oiige, conformément à l'hypothèse faite 
plus haut, que les prolongements des côtés du triangle ABC, 
pénètrent dans la région accessible; rondiiion qui ne sera 
pas toujours vérifiée, 
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CHAPITRES IX et X 

ES rROBLËHBS d' ARTILLERIE 



Le tir (le projectiles à de grandes distaoceB et la guerre dos 
sièges soulèvent plusieurs problèmes dont la solution ressort 
de la géométrie qui nous occupe. Nous nous proposons d'exa- 
miner un certain nombre d'entre eux. 

Au premier abord, on sera sans doute porté h ne voir, dans 
les développements qui suivent, que de simples jeux de l'esprit; 
quelque chose enfin, dans le domaine géométrique, d'assez 
semblable aux récréations mathématiques de l'Arithmétique. 
Certes, cejugemcnt serait exact, de tous points, si l'on devait 
considérer uniquement les manœuvres exécutées par l'ar- 
tillerie, en un jour de combat. En pareil cas, les théories ne 
sont pas h leur place. Mais on voudra bien accorder que le 
rôle de l'artillerie est plus étendu. Ainsi, il peut arriver {la 
dernière guerre n'en a-t-ellepas fourni plusieurs exemples?) 
que deux armées, dont l'une est enveloppée par l'autre, restent 
longtemps en présence. A d'autres moments, l'artillerie peut 
être appelée à entreprendre, ou à soutenir, des sièges de longue 
durée; à cerner des forts ; à surveiller les côtes, ou à protéger 
certains passages, etc. 

Alors, les problèmes que nous allons traiter, même envi- 
sagés au point de vue pratique, ne paraîtront peutrêtre plus 
aussi frivoles qu'à la première vue; et des cas pourront se 
produire où les solutions que nous allons exposer rencon- 
treront des applications intéressantes. 

97. L'établissement du fort central. — Trois points 
A, B, C donnés représentent dos positions qui doivent être 
protégées par un fort; il s'agît de déterminer l'emplacement 
de celui-ci de façon qu'il commande également bien les 
trois positions données. En d'autres termes, on propose de 
fixer !a situation du centre du cercle circonscrit à ABC, 
Ce point obtenu, il restera, bien entendu, h comparer les 
distances OA = OB = OC, avec la portée moyenne des pièces. 
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pour vérifier que la position trouvée, pour le point 0, n'est 
ni trop éloignée; ni, ce qui peut être un inconvénient d'une 
autre nature, trop rapprochée. 

Premier cas. (Lespoints A, B, U sont accessibles.) — Bien que 
les points donnés soient supposés accessibles, il ne saurait être 
question de résoudre le problème actuel en élevant des per- 
pendiculaires aux milieux 

des côtés AB, BC, UA; ces -- J^"/ " ----^y-i'. 

droites ont des longueurs _.-''/ r ^' ■^'^i 

beaucoup trop considé- /' / \^ 

râbles, pour qu'il soit poa- / / ^■'■^ \ 
sible, en général, de trou- ' /C--''''''^ > 

ver commodément leurs ''J^^ \ 

points milieux. Il y a doue /\ \ ,' 

là, on le comprend, unecer- ^4-1 '1 ; 

taine difficulté, de l'ordre 

pratique; voici comment %■. 

on peut la résoudre. fis. vo. 

Élevons As perpendiculaire à AB; et, avec la fausse équerre, 
relevons l'angle GÂz; en transporlaut l'instrument successi- 
vement aux points B, C, on pourra jalonner deux droites BO, 
CO formant avec BG des augles 1', 1 ", égaux à l'angle T? Ces 
droites concourent au poiot cherché. 

On observera que la construction précédente comporte une 
vérification très utile puisque l'on peut reproduire, de deux 
autres façons, le tracé indiqué en remplaçant successivement : 
A, par B : puis par G. 

Quant à la distance OA , elle est trop considérable pour être 
trouvée par un chaînage direct. On l'obtiendra, en considérant 
le point A comme inaccessible, et en déterminant OA par l'une 
des méthodes que nous avons indiquées au chapitre VI. 

Deuxième cas. (Lrx points A, B, G sont inaccessibles.) — Ima- 
ginons par exemple que l'on veuille établir, au bord de la 
mer, un fort dont les feux commandent trois ilôts voisins 
A, B, C; on peut demander de placer ce fort à la même dis- 
tance de ces trois points. 

Pour déterminer le point central; on tracera d'abord, dans 
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la partie accessible, une droite Ai' parallèle à AB {Chapitre 

. > ^ VII). Autantquepos- 

\ ,'' sible.pourévilerdes 

^^\ // jalonnements trop 

longs, on cherchera 
à placer AÀ' dans le 
voisinage du point 
inconnu. D'un point 
P. pris sur Ai', arbi - 
Iraireiaent d'ailleurs 
on vise les points A, 
B; ot, après avoir 
jalonné les lignes de 
ris- î?'. visée PM, PM', on 

relève avec la fausse équerrc l'angle APB. On se transporte 
ensuite sur Ai' jusqu'à ce qu'on trouve un point Q d'où l'on 
aperçoive AB sous un angle AQB — APB ; puis, on jalonne do 
nouveau les lignes de visée QM, QM', on obtient ainsi une 
droite MM' qui va passer par le point inconnu. Eu reprodui- 
sant, avec AC, les construclious que nous venons d'indiquer. 
»r on déterminera une 

\ sccoûde droite qui cou- 

' r ,-'' poraMM'au pointcher- 

'. : ,•'/' ché. 

98. Casoùlepoint 
central est trop 
éloigné. — Dans le 

cas oii !e point central 

est trop éloigné, et par 

conséquent sans usage, 

on peut rechercher 

quelle est la meilleure 

situation qui convienne 

Fig. tii. àl'établissementdufort 

que l'on veut construire. Si,pourfixer les idées, nous supposons 

que le pointe soit celui des trois points donnés que l'on veuille 

plus particulièrement tenir sous l'action du Tort, on placera 
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avantageusomCDt le fort au point d'iotersectloQ de la perpendi- 
culaire élevée au milieu de AB (droite que l'on peut obtenir 
comme nous l'avons expliqué tout à l'heure), avec OC. 

Soit t» ce point : on a «uA = u6 et wG < uB. Pour vérifier 
qneoCest plus petit que uiA, on observera que l'on a 

OB < Otj -H ùiB, 
ou oc ^ 0«. + o,G < 0... + o>B, 

ou, enfin, loC < wB. 

Ainsi, du point u, on commandera également bien les points 
A, B ; si la distance «uA ne dépasse pas la portée du tir, cette 
condition se trouvera, « fortiori, réalisée pour le point C. 

99. lie Tir central. — Un point donné doit servir de 
but ; on propose alors de fixer les emplacemools de plusieurs 
batteries qui soient, toutes, 
à la même distance de 0. *" 

Bien entendu; ce point est /'■ '; 

supposé inaccessible et à /' . • 

une distance relativement / / 

grande, de la région où l'on ,' 

peut opérer. /' ,' ': 

Ayant pris un point A, /' j \ 

arbitrairement, poury éta- 
blir la première batterie, 
on trace unalignemeut Ar 
faisant, avec OA, un angle ' 

T que l'on relève avec la *"'" ^^■*- 

fausse équerre. On chemine alors sur As jusqu'à ce qu'on 
trouve le point B cl'oU l'on voit OA sous un angle ^ égal à 
l'angle"; c'est en B qu'on doit fixer la position de la deuxième 
batterie. On répétera, avec les alignements Bs', C:'... la 
même opération; et l'on obtiendra, de la sorte, autant de points 
quel'on voudra, équidistants de 0. 

Si les batteries doivent être très rapprochées les unes des 
autres, ou prendra pour l'angle i un angle aigu, voisin de 
l'angle droit; et, si l'on veut qu'elles soient équidistantes, on 
conservera à la fausse équerre, dans tout le cours dos opéra- 
tions, l'angle i primitivement adopté. 
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100. Le chemin de sûreté. — Supposons que repré- 
sente un fortassiégé; on veut tracer une ligne polygonale; aussi 
rapprochéequepossibledecelui-ei, etdetellesortequelespoints 
extérieurs de cette ligne soientà l'abri des projectiles de 0, 

Soit A la trace il'un projectile lancé par 0; jalonnons Ar 
perpendiculaire à OA et prenons, sur Az, un certain point 
B. Ayant relevé avec la fausse 
,?r équerre l'angle ABO, on trace 

/! \ l'alignement B;', de telle sorle 

/'/ \ que OBr'= ABO. Cette droite 

/ / ', Bï' représente un des côtés du 

chemin de sûreté. En opérant 
ainsi, successivement, on 
obtiendra une ligne polygo- 
nale As, Bî', Cz",... envelop- 
pant le fort, el, tonales points 
situés hors du périmètre de 
cette ligne ne seront pas expo- 
sés au feu du fort. 
Bien entendu on prendra, pour point de départ de la con- 
struction indiquée, la trace du projectile qui est tombé à la plus 
grande distance de 0. Deux traces semblables A, A' étant 
données; poursavoirquelleestcellequiestlapluséloignéedeO, 
on relève avec la fausse équerre l'angle OAA' et l'on voit si cet 
angle est supérieur, égal, ou inférieur à OA'A. Suivant ces diffé- 
rents cas, on a : OA < OA', OA — OA', ou enfin OA > OA'. 
Nous abordons maintenant une question qui peut offrir un 
intérêt particulier dans la guerre des sièges; aussi, le traite- 
rons-nous avec quelques détails. Nous voulons parler du pro- 
blème dans lequel on propose de lancer des projecliles sur un 
but invisible. Il faut, pour résoudre complètement ce problème, 
déterminer: 1" la ligne de tir; et, 2" la distance du point d'at- 
taque, au but que l'on veut atteindre. 

101. Le tir sur le but partieUement invisible (*). 

— Nous examinerons d'abord le cas particulier oii, un point B 

Cj Pour qu'un but aoit bien détermina, il faut qu'il soit visible de deui 
pointa au moins, pour l'observateur qui se déplace sur le terrain acceasi- 
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étant visible, on veut tirer sur un but invisible: 2, 4, 8,.., fois 
plus éloigné du centre de la batterie que lo point B. La propriété 
sur laquelle nous allons nous appuyer a été déjà signalée 
(Première partie, § 128); mais nous allons la rappeler et la 
démontrer. 

Prenons, dans le voisinage de 0, un point M tel que 0MB 
soit un angle droit; prolongeons MO d'une longueur égale 
DM', puis élevons à ^^^ 

MM', en M', une per- / ""■-'."" ^--i-^ 

pcndiculaire qui ren- 
contre en A la perpen- 
diculsireàOB.au point 
0. Si, de M, on vise lo 

point A, la perpendi- *■''?■ *^*- 

culairoMC, à AM, va couper OB en G. Cela posé, on aOC = 2OB. 

Pour le démontrer, observons que les triangles MBC, MOAont 
leurs côtés perpendiculaires deux h deux; ils sont donc sem- 
blables, et nous avons 

^ ' MB OM 

D'autre part, les triangles rectangles OMB, OM'à sembla- 
bles, eus aussi, donnent 

OB MB 
OA "" OM' ' 

En comparant les égalités (!) et (2) et on observant quo 
CM' = OM, on voit que 

BC = OB. 
Ainsi, les projectiles d'une batterie placée en M, dont le lir 
serait dirigé perpendiculairement à MA, comme l'indique la 
figure, iraient frapper un but invisible, situé en C, point symé- 
trique de par rapport à B. 

En opérant avec MC, comme nous l'avons fait avec MB, on 
pourrait régler le tir d'une ou do plusieurs batteries dont les 

ble. S'il D'esl visible qae d'un point seulement, nous Iraduisona ce fait, 
bulc d'une expression meilleure, on disant qu'il est partiellement invisible. 
Enfin, s'il arrive que le but ne puisse Sire aperçu, quelle que soit la posi* 
lion que peut prendre l'observateur, bjpotbëse examinée plus loin, nous 
dirons alors qu'il est comptèUmenl invisible. 



(2) 
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feux convergeraient vers UD but C, invisible, et tel que 
OC ^ 4OB. etc. 

Dans cette construction, il n'est pas inutile de le remarquer, 
B sert uniquement comme point de visée; il peut être très 
éloigné de 0. Mais les atiguoments nécessaires à la détermi- 
nation de MU portent uniquement sur les points M, M', A, qui 
peuvent être aussi rapprochés de que l'on voudra. 

102. La solution par la iausse équerre. — Le but 

est placé en B ; ou le suppose visible, du point Â, mais on 
admet que, pour des raisons diverses, dans le détail des- 
quelles il est inutile d'entrer ici, on veuille placer la batterie 
en un cerlain point G, différent de A. Dans ces conditions, 
on propose de déterminer la ligne de visée CB. 

Dans la partie du terrain qui est accessible, jalonnons 
une droite A ; et, aprës avoir relevé l'angle BiC avec la 
Iausse équerre, cherchons, sui A, le pointM d'où l'on voit BG 
sous un angle BMC — BAC. Bevenons au point A; et, avec 
la fausse équerre, relevons maintenant l'angle BÂM. L'in- 
strument donne, en même temps, un angle ol supplémentaire 
de BAM; c'est celui-ci que nous allons considérer. Ayant 
transporté la fausse équerre en C, vi«ons le point M avec 
une des branches de l'instrument; l'autre branche, celle qui 
est inclinée sur la première de l'angle a, détermine la direc- 
tion inconnue. 

Il existe, il est vnii, deux droites partant de C et faisant 

a vecCM l'angloa, eu question. Mais, dans lapra tique, cetteambi- 

guïténe saurait exister; 

parce qu'on saitde quel 

côté; par rapport à CM, 

se trouve lebut invisible. 

Pour mesurer la dis- 

.'.'■ ,-'' tance CB, on pourrait 

,>-' ,--'' déterminer d'abord les 

;;','"' distances AB, MB. 

a"*' comme nous l'avons 

^'3-^'^- indiqué précédemment 

(chap.IV); puis, on appliquerait le théorème de Ptolémée ou 



1^ 
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quadrilatère BAMG. Mais ce procédé serait beaucoup trop 
long; il est préférable d'opérer de la manière suivante. 

Ayant relevé l'angle BCA, ce qui est possible, puisque la 
direction de GB est maintenant connue, on tire un alignement 
CD, de telle sorte que MGD = BDA. Le quadrilatère BCMA 
étant inscriptible,CMD — ABC; les triangles ABC, MGD sont 
donc semblables, et l'on a 

IC = MC.^. 

103. La solution par les alignements. — Le but, 
placé en B, est supposé visible des points A, G; il est au con- 



fis, m. 
(faire invisible de M, point situé sur AG et l'on veut établir 
lu ligne de visée qui, partant de M, aboutit au point B, 

Dans la partie des alignements AB, GB, qui est accessible, 
on prend: deux points P, Q ,„■ 

et l'on effectue la construc- 
tion indiquée par la figure. 
On trouve ainsi un point R; 
MReslla ligne cherchée. 

Pour établir, en peu de 
mots, ce théorème; formons 
la perspective de la figure 
^16, de façon à rejeter à l'in- : 
riniladroiteAMC;nou9obtc- ' f'tf- ris. 

noos alors la flguro 2"8. Aux quadrilatères BQSP, HSKR, 
correspondent les parallélogrammes B'Q'ST', H'S'K'R'; aux 
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droites QH, PK, les parallèles Q'H', P'K' et il faut démontrer 

que B'R' est parallèle \ la direction commune des droites Q'H', 

P'K', 

lin effet, les triangles semblables Q'S'H', P'S'K' donnent 

S'K' S'Q' 

sW " sTT' 

H'R' H'I 

w = wi- 

Daus le triangle B'IR', Q'H' partage les côtés en IR', IB', 
en segments proporlionncia; Q'H' est donc parallèle à B'R'. 
La construction indiquée plus haut se trouve ainsi justifiée. 

Si nuua revenons à la figure 277, on peut demander do 
calculer la longueur MB. A cet ofTet, on pourra considérer le 
triangle ABC et les droites AD, CE, DM qui, dans ce triangle, 
concourent en E. Le théorème de Gergonne (Première partie, 
§ 1) donne 

MR DR ER_ 
MB "^DA"^ EG ~ '■ 

A l'exception de MB, toutes les longueurs qui entrent dans 
cette égalité peuvent être obtenues par des chaînages; on 
pourra donc calculer la distance inconnue qui sépare, du but, 
ta position de La batterie. 

104. La solution par l'équerre ordinaire. — Dési- 
gnons toujours, par B, le but qui n'est pas visible du point M 
où l'on veut établir la batterie. Choisissons, dans les régions 
accessibles, deux points A, C d'oh l'on aperçoit BM sous des 
angles droits; les angles 
CMC, A'MA, MC'R, 
MA'R étant droits, MR 
représente la ligne de 
visée. 
« En effet, noua avons 
C'MR = C'A'R' = MAC 
= MBC = C'MB : 

les trois points M, R, B 
Fig.VS. ,, ^ ,. ... 

soDtdoncen ligne droite. 
Quant h la distance MB, on peut la calculer en observant 



1.1. Google 



DE LA RÈGLE ET DE l'ËQVEHHB 2â'7 

que les deux quadrilatères MABC, MÂ'C'R sont semblables: 

M(J 
ou a donc MB = MR. ^7-7; ■ 

ML 

105. Examen d'un cas particulier concernant 
le problème précédent. — Nous allous supposer maiii- 

leuant que lo but proposé est visible d'un seul poiut de la 
région accessible ; tel serait, par exemple, 
un obstacle rortifié B protégé par un bois 
V; do telle sorte que B soit visible d'un 
seul poiut A, à travers une percée du bois, 

SoitC le poiot oii l'on veut établir la 

baltcrie. Ou prendra, sur les directions 

AC, AB, des longueurs AC, AB' telles que 

AC _ AB' 

AC ^ AB ■ 

La ligne de visée CZ est parallèle à C'B', 
et la distance CB se calcule par la formule 









CB = C'B', 



AC 

■AC' 



Cette solution exige que l'on con- *^^- ""■ 

naisse la dislance AB. Si cette longueur ne peut pas être cal- 
culée, il faut alors, jour que la position deB soit déterminée, 




que l'ou puisse indiquer, sur le terrain, deux points P, Q en 
ligne droite avec B. D'ailleurs, P, Q sont iuaccessibles ; car, 
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clans l'hypothèse que nous avons faite, B ne peut être aperçu 
que d'un seul point de la partie accessiblo. Voici commenton 
peutrésoudre ce cas, l'un des plus difEiciles du problème actuel. 

Traçons Oa: ferpendiculairement à OB, dans la région 
accessible;'preDOos, sur Ox, un point 0' arbitraire, mais tel 
quo les lignes O'P, O'Q passent dans le voisinage du terraifl 
oii l'on veut établir le centre d'attaque. Los perpendiculaires 
OA, OC, élevées aux droites OP, OQ, coupent les lignes OQ, OP 
en des points A, C; la droite CÂ est la ligne do Ur. 

Pour démontrer que les trois points C, A, B sont en ligne 
droite C), on peut raisonner de la manière suivante. Les 
côtés des angles droits BOX, AOP, COP rencontrent PQ en 
six points formant une involution dont le point central est la 
projection de sur PQ. D'autre part, le quadrilatère complet 
AC, 00', P'Q' donne, lui aussi sur PQ (théorème de Desargues) 
par ses côtés O'C, OA; OC, O'A; et ses diagonales 00', AC, 
six points en involution. Dans ces deux ponctuelles eu invo- 
lution, cinq points sont confondus ; par conséquent elles 
coïncident, et l'on peut conclure que AC passe par B. 

La longueur de la ligne de tir peut s'obtenir de bien des 
façons et, notamment, en observant que le rapport anharmo- 
nique (D, 0, A, B) est égal à celui des points (0' G P' R). 

La solution précédente est, comme on le voit, une nouvelle 
application de la transformation des figures, que nous avoués 
nommée tr ans fortnalion réciproque (**) ; elle exige l'emploi de 
l'équerre ordinaire. Si l'on ne dispose que d'une fausse équerrc, 
on opérera comme nous allons l'indiquer, en eiFectuant une 
transformalion homologique de la figure inaccessible. 

Soit toujours désigné par B (fig. 282} le but qu'il faut 
atteindre et qui n'est visible que d'un seul point 0, lequel ne 
peut, pour certains motiis, servir de coatre d'attaque. Effec- 
tuons la construction indiquée par la figure, en supposant 
Q'OB = QOB, P'OB ^ POB; 

la droite P'Q', ainsi obtenue passe par B, Si l'on ne veut 
pas, pour reconnaître cette propriété, invoquer les principes 
de la transformation homologique, il suffira d'observer que 
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les droites OB, 00" élant les bissectrices des a 
par les droites OQ'OQ, OP', 
OP: les ponctuelles (0', F, 't--^ 

R, P), (0', Q', S, Q) sonl ;| ~ 

harmoniques. Cette reraar- '' ] 

que une fois faite, un théo- ; ', 

rèmeélémentairebien connu / \ / 

prouve que P'Q', RS, PQ 
sont des droites concou- 
rantes. On pourra doue 
installer la batterie en F ; 
P'Q' sera la ligne de tir. 
Quant à la distance PB', 



289 
gles formés 



f ig. î«8. 



elle se calculera, si l'on veut, par le procédé indiqué plus haut. 
Nous abordons maintenant un cas plus difRcile; c'est 
celui oii le but est invisible de tous les points de la partie 
accessible. 



106. Le tir sur un but complètement Invisible. ~ 

Imaginons, par exemple, que, dans une ville assiégée, oi 

veuille atteindre un point ^ 

B, invisible dans quelque if'~z~-^_^ „ 

positionqu'on8eplaee;on ,-' / ,J^'*}-C^\ 

sait seulement qu'il se ,-' y^''^:^'/"- - - - -^'■ 

trouve placé en ligne / / A"' 

droite avec deux couples 

de points visibles A, C; 

D, E. 

La transformation 
homotbétique des figures 
donne une première solu- 
tion du problème actuel. 
Après avoir jalonné, en partant d'un point 0, les directions OA, 
OC,OD, DE; on prend.sur ces droites, des points A', G', D',E', 
tels que 

OA' OC _ OD' ^ OË' 
ÔÂ ~ OC ~ OD ~ OE ■ 

Les lignes A'C, D'E' se coupent en un point B'; OB' est la 

G. DK L — GÉOMÉTRIE DB LÀ RÈOLB. 19 
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lign« de visée. OB se calcule d'ailleurs par la formule 

OB=OB.-. 

Mais cette solution, trfes simple en théorie, offrirait ilaus 
l'application, certaines longueurs, parce qu'elle exige le calcul 
préalable des distances OÀ, OC, OD, OE. Celle que nous allons 
indiquer, basée sur la transformation homologique, nous 
paraît sensiblement plus pratique. 

La transformation à laquelle nous faisons ici allusion est 
celle que nous avons déjà employée au paragraphe précèdent; 
elle peut se définir ainsi. On prend uu 
angle droit O'Oa:; et, sur 00', un point 
fixe 0'; c'est la figure de référence. Un 
point M étant donné, le correspondant 
M' s'obtient en tra^jant O'M et en menaut 
Fig. îSi. la droite OM', symétrique de OM, par 

rapport à OX. Cetlc construction du point M' peut être faci- 
lement réalisée, sur le terrain, avec une fausse équerre. 
Si l'ou transforme, par ce procédé, une figure inaccessible, 



Fig. iss. 

et notamment le quadrilatère A, C, D, E, dout il a été queallou 
plus haut, on obtiendra des points associés A', C, D'. E', 
D'ailleurs, dans cette méthode, la transformée d'une droite est 
une autre droite; de plus, deux points correspondants souten 
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ligne droite avec le pôle fixe 0'. D'après cela, les droites A'C, 
DE' se coupent en an point B'; OB' va pesBer par B; c'est la 
ligne de visée. 

Pour avoir la longueur O'B, on observera que, si OB rencon- 
tre l'axe d'bomologie en H, la ponctuelle OB'HD est harmo- 
nique; on a donc 

I 3 I 

Wb~Ôr~WW' 

107. Le bombardement de la passe. — Soient, sur 
le terrain, deux points remarquables 0, 0', inaccessibles et 
trfes éloignés; On voudrait régler le tir de façon à faire tomber 
les projectiles au milieu de 00' (*). Cette question, à un autre 
point de vue, nous a déjà occupé {Seconde partie, § 68) ; mais 
nous noua étions réservé do l'examiner de 
nouveau, dans le eliapitre actuel. 

Deux cas, au point de vue pratique, 
doivent être distingués dans le présent pro- 
blème; suivant que 00' pénètre, ou ne 
pénètre pas, dans la région accessible. 

Prbuibh Cas. — Plaçons-nous d'abord 
dans cette seconde hypothèse. Après avoir 
effectuéles alignements qu'indiquela figure 
286, nousobtenonsun quadrilatère complet; 
les milieux A, C des diagonales MP. NQ, 
donnent deux points situés en ligne droite 
avec le point invisible B ; AG représente ,-,■ .,- 

donc la ligne de visée. o'- -j 'a- 

Pour obtenir la distance inconnue AB, 
on observera queles droiles O'O, O'P, O'O', 
O'Q déterminent, sur ACB, une ponctuelle harmonique; etl'on 
appliquera la formule indiquée précédemment {Seconde partie, 
§52). Ces opérations exigeraient, il est vrai, un peu de temps; 

(•) On peut imaglnef par exemple que 0, 0' représentent deuï forts 
protégeant l'entrée d'un défilé, commençant en B; ou, l'emboucliure d'un 
fleuve ; le mouillage d'une rade, etc. Dma celle hypoiiièse, on peut 
avoir intérêt à préparer le tir de façon que le; projecliles viennent frapper, 
à un moment donné, non pas les torts eur-mamos, mais le point qu'ils 
protègent, point invisible et que nous supposons piftcé au milieu de 00'. 
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mais OD peut admettre que la guerre des sïëges comporte 
pour cette détermination, tous les loisirs nécessaires. 
Sbcond Cas. — Supposons maintenant que 1© prolongement 
„. de 00' pénètre dans la région oii se 
,.-; trouve l'observateur. Sur ce prolon- 
^''/ gemeut, prenons un point A, et tra- 
A • Qons.dansla région acccBaible, deux 
(^'7 / alignements quelconques A, A'. Ou 

/il! choisira, pour i, i', des droites 

/// / faisant, avec AO, des angles d'au- 

/'' / / / tant plus voisins de 90" que la dis- 

/' ,' / / tance 00' est plus considérable ; de 

/ /// cette façon les constructions que 

/ /*/'' nous allons indiquer se feront tou- 

jours dans des limites convenables. 
Au point M, pris arbitrairement 
sur A, on relève, avec la fausse 
équerre, l'angle AMO et l'on déter- 
*■"!/- **'"- mine ensuite, sur i, le pointM'd'oîi 

l'on voit AO'souslemêmeangle. SoitGlemilieudeMM'; la ligne 
de visée est une droite, partantdeC, et formant avec CA un angle ' 
égalàOMA;cetangle a d'ailleurs, été relevé par la fausse équerre. 
Pour avoir la longueur de la ligne de tir, prolongeons la 
ligne de visée jusqu'à eo qu'elle rencontre i' en P; puis, me- 
nons CP, parallèle à AO. Nous avons alors 

QB=QC.|. 

Comme la longueur QC est connue, par un chaînage direct, 
on pourra, au moyen de cette formule, calculer QB ; c'est la 
distance cherchée, si la batterie doit être installée en Q. Dans 
le cas oh l'on voudrait placer les pièces au point G; on aurait 
CB, en observant que GB = QB - QC. 

IOS.Rbuarque. — Il n'y a aucun intérêt à souleverici, dans cet 

ordre d'idées, des problèmes plus difficiles que ceux que nous 
avonsexaminésdanslesparagrapbesprécédentBjcar, vraisem- 
blablement, ils ne se présonterontjamais dans les applications. 
Pour citer un exemple, relativement simple, des cas aux- 
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quels nous faisons allusiou, supposons qu'on veuille, d'un 
point 0, tirer sur un point invisible, également éloigné de 
trois points visibles A, B, C. On tracera, sur le terrain, une 
figure A', B', C, homothétiquo de ABC en prenant 
OA' _ OB' _ 0(J' _ ■ 
UA ^ OB "~ OC ^ loo" 
Soit (i> le point où concourent les perpendiculaires élevées 
aux milieux des côtés de A'B'C ; Ou» est la ligne de visée, et la 
distance inconnue est égale à loo Oui. 

109. Le tir sur le but mobile. — « Le problème actuel {*) 
dit Servoi8,(toc. cti. p. 61) que nous reproduirons ici textuelle- 
ment, est de la plus grande importance pour l'artilleur qui doit 

toujours connaître la distance du but, s'il ne veutpas consom- 
mer inutilement lesmunitions. Les solutions connues sont sufli- 
santcs quand le but est fixe: mais elles paraissent difficilement 
applicables lorsqu'il est mobile; parce qu'exigeant du temps 
pour être exécutées, elles ne peuvent être assez souvent répé- 
tées pour donner à chaque instant la dislance de l'objet en 
mouvement. On a propose, il est vrai, pour ce cas, l'usage des 
deux graphomètres placés aux extrémités d'une base connue ; 
mais c'est un appareil qu'on ne peut pas toujours avoir; et 
puis, il faut encore du temps pour conclure, de deux angles 
pris à la fois, la distance dont on a besoin : cependant il impor- 
terait singulièrement qu'on pût estimer, à chaque instant, ou 
au moins à des intervalles assez rapprochés, la distance d'un 
objet telle qu'une tête de colonne, un bâtiment en mer, etc., 
qui s'approche ou s'éloigne: on saurait alors quand il faut 
commencer et cesser le feu; on me permettra quelques vues 
sur ce point intéressant; elles ne sont point une digression. 
Si l'objet qu'on doit frapper se meut dans le rayon d'un 
cercle dont la batterie occupe le centre, on pourra se servir 
avec avantage du triangle- équerre de Lagravge; car, ayant 
mesuré d'avance une base perpendiculaire à la direction du 
mobile, terminée d'une part à la batterie, et fixé l'instrument 
â l'autre extrémité, un observateur tenant constamment l'ali- 
dade mobile dirigée vers l'objet, pourra prononcer à chaque 

(*) Le problème de la distanco d'un point à un nuire point inaccesBible. 
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instant à quelle distance de la batterie est cet objet, perce 
que rinstrument donne cette distance, sans calcul n ('}. 

Si l'objet se meut dans une ligne droite, oblique parrapport 
aux lignes de feu de la batterie, on parviendra à connaître sa 
distance, eu procédant comme s'ensuit... » 

Servois indique alors pour calculer la distance de la batterie 
au but mobile, la solution que nous avous, en la modifiant 

I') On voit, par celle description, en quoi consistait le triangle-équcrrc 
de Lagrange, a^jou^d'bui remplacé par les télémètres. Imaginons un 
triangle rectangle ABC, dont l'un des cQtés AB porte une graduation, 
de o à loo par exemple. Au sommet C est Azée une lunette ou une ali- 
dade mobile autour de ce point et qu'on peut, i un moment donné, 
dirificr veis le but mobile. Un trépied snpporte l'instrument et permet 




de l'iastaller dans un plan horizontal. La base CO, dont parle Servois, 
étant mesurée, l'instrument fait connaître, par une simple lecture, la 
longueur AH ; d'après cela, la distance inconnue est donnée par la formule 



En supposant AB = loAC, h dâsignaut le nombre correspondant a 
point H, on a 

„„, „„ AB AH „^ h 



11 sufflt donc de multiplier la longueur de la base, par le nombre h 
donné par l'instrument; on divise ce produit par lo. 

Pour les grandes distances, il f<tudrait prendre un triangle équerre 
dans lequel le rapport -r-p, serait plus grand que io;mais, dans ces con- 
ditions, les dimensions de rinstrument le rendraient peu pratique. 
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un peu, reproduite (§ 52), et au moyea lie laquelle ou déter- 
Qiiiie la distance d'un point donné à un point inaccessible. 

Lorsque le but ne se meut pas en ligne droite, on peut, dit 
Servois, employer la méthode suivante : 

B A. est le centre de la batterie, ou à peu prfea ; X est le but 
mobile ; AZ est une base do longueur plus grande que la portée 
moyenne des bouches a feu de la batterie ; elle est mesurés 
oxaetement et, sur l'extrémité Z, les divisions, de mètre en 
mètre, sont indiquées par des piquets, par des cailloux, etc. 
Si le terrain l'a permis, la direction de cette base a été prise 
(le manière k ne pas former d'angle obtus avec la première ou 
dernière ligne do feu dirigé sur le mobile ; des jalons sont 
placés en A, D, B sur AZ, à des distances arbitraires ; un cor- 
deau AC égal à AB et sur lequel on a marqué en E une lon- 
gueur AF égale à AD, est fixé par une extrémité en A ; huit 
hommes désignés par E, C, F, G, L, M, N, Z sont chargés des 




Fig. sso. 

fonctions suivantes. C, E tiennent le cordeau, l'un en E, l'autre 
CE C, et ont soin d'être toujours dans l'alignement AX ; L, 
placé à quelque dislance du jalon D, se tient constamment 
dans l'alignement CD ; M est toujours dans l'alignement BX ; 
N est toujours dans l'alignement BE; F a soin d'occuper con- 
stamment le point de concours de DL et BN ; G est constam- 
ment an point de concours de AF et BM ; enfin Z est toujours 
au concours do CG et AB, et il proclame à chaque moment à 
quelle distance il est du point A : elle est la même que celle 
du but X. Si l'objet se meut dans la direction AX, il est clair 
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que les observateurs K, C, F, M peuvent être remplacés par 
des jalons, que L, N deviennent inutiles, et que G et Z, avec 
les attributions qu'on leur a données, peuvent seuls détermi- 
ner à chaque instant la distance AZ égale à &X. d 

Cette solution, assurément, est fort simple, en théorie ; mais 
bien que Servois, avant de l'exposer, prenne la précaution 
d avertir le lecteur qu'elle a été, par lui-même ot essayée plu- 
sieurs fois avec succës », on comprend, sans qu'il soit utile 
d'insister, qu'une pareille méthode, exigeant le choix d'une 
bafe égale à la portée moyenne des bouches à feu, est con- 
damnée d'avance; elle ne peut, manifestement, donner lieu 
à aucune opération pratique. 

Nous allons, dans les paragraphes suivants, esposer une 
solution, moins compliquée, de la question actuelle. Il est vrai 
qu'elle nous a déjà occupé, quand nous avons examiné {cha- 
pitre V, § 53) le problème de la poursuite. Nous la reprenons 
ici, pour la traiter avec plus de détails, et en nous plaçant au 
poiut de vue spécial du tir des bouches à feu, sur un but qui 
se déplace. Mais, nous avons à nous demander d'abord com- 
ment on pourra décider si la trajectoire du but mobile est 
rectiligne, ou ne l'est pas. 



110. Déterminer la nature de la trajectoire du 
but mobile. 

— Soient : 0, 
le centre de la 
batterie ,-0', un 
poste d'obser- 
vation, aussi 
rapproché de 
qu'on le vou- 
^ dra;M,lepoint 
mobile qu'on 
veut observer. 
Ayant relevé, 
avec la fausse 
^''J- *"- équerre, l'an- 

gle MOO', jalonne, par un relour d'équerre, la ligne OZ telle 
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que 2oij^= MOO ; le prolongement de MO' rencontre OZ en 
un certain point [x. Si \i.se meut sur une droite S; M est, lui- 
même, mobile sur une droite D. 

Plus généralement, bien que cotte derniëre remarque n'ait 
aucun intérêt pratique, les points M, -i, se correspondanthomo- 
logiqnement, décrivent deux courbes de même ordre. 

Mais il faut, c'est toujours le point délicat dans ces sortes 
de problèmes, déterminer la distance du point fixe au point 
mobile. Nous supposerons, dans ce qui suit, que le déplacement 
du but ait lieu en ligne droite; c'est ce qui se produit le plus 
ordinairement et ce cas offre, seul, assez de simplicité et 
d'inttirêt, pour être examiné ici. 

111. La distance au but mobile. — Pour évaluer, 
rapidement, la distance OM, observons d'abord que les quatre 
pointa 0", |*, 0', M forment une ponctuelle harmonique; il en 
est de même de la ponctuelle formée par leurs projections 0, 
P, 0', Q, sur OX, Nous avons donc 

2 _ I I 

ÔÔ'~ÔP ^ÔQ' 

ou, en remplaçant, dans cette relation homogène, 00', OP, 
OQ par des longueurs proportionnelles OR, 0;*, OM, 

^ ' 0^ OM OR 

On imaginera donc un cordeau divisé, fixé on 0, à l'une de 
ses extrémités; un observateur se déplace, en même temps que 
M, de façon à rester sur la ligne MO' et sur la droite S qui cor- 
respond à celle sur laquelle se déplace M, droite déterminée 
par deux observations particulières. Cet observateur n'a plus 
qu'à lire, sur le cordeau, la distance 0|j.; puis, un aide calcule 
OM,d'aprèslaformule(1); s'il possède une table des in verses, le 
calcul peut être fait, mentalement,aveclaplusgranderapidité. 

Le cas particulier oh le but mobile M se dirige en ligne 
droite vers le point mérite d'être signalé. Dans ce cas, OZ 
est une droite fixe, et l'observateur ^ n'a qu'à se transporter 
sur OZ,en restant en ligne droite avec le jalon fixé en 0', d'une 
part, et le but mobile, d'autre part. 
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112. L'OUTOrturd du feu. — ImafpDons qu'uu vaisseau 
flDQemi M, soit en vue, du point 0, centre d'une batterie ; on 
connaît la portée maxima k, des pièces à feu de cette bat- 
terie, et l'on voudrait savoir, d'abord, si le bâtiment observé 
s'avance h portée du tir; on veut aussi, dans ce cas, détermi- 
ner le moment favorable à l'ouverlure du feu ; de façon à sur- 
prendre le vaisseau, ïi l'instant précis oii les projectiles peu- 
veut le toucher. 

Xoos distingueroDs différeutscas; suivant que la trajectoire 
rectiligne suivie parMestdirigéc vers 0, ouest parallèle à la 
côte, ou, enfin, est quelconque. 

l'LclongdelaplageJalonnonsunedroiteOZsurlaquellenous 
établissons, en 0',unpo8ted'observation.Prenons, par unretour 
de la fausse équerre, comme 
nous l'avons fait àplusieurs 
reprises, l'alignement OX, 
symétrique de OM par rap- 
port à OZ. Soit fi le point 
de rencontre de OX avec le 
prolongement de MO'.Com- 
me nous l'avons remarqué 
tout à l'heure, nous avons 
r ' _ 2 

SoitM la position du bâ- 
timent au moment oh il 
pénètre dans le champ de 
tir ; on a OK = k, La rela- 
tion précédente permet de 
calculer 0|j:. Un observateur placé eu (a attend le moment 
oîi le point mobile vient se placer sur le prolongement Je jaO' ; 
et, à cet instant môme, donne le signal convenu. 

Les constructions nécessaires, si grande que soit ia distance 
h, peuvent se faire dans le voisinage de 0; puisque la base 
00', étant arbitraire, peut être choisie aussi petite que l'exi- 
gera le terrain sur lequel on peut opérer. 

Lo problème devient plus difficile, lorsque la trajectoire 
suivie par le vaisseau qu'on observe est une ligne droite A ue 
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renfermant pas le centre de la batterie ; tel serait le cas d'un 
bâtiment passant au large, ou croisant à distance, pour se 
livrer à certaines observations. Il faut alors déterminer la 
distance de à A, et savoir si cette longueur est, ou n'est pas 
inférieure à h. Puis, dans le cas oîi le bâtiment s'approcbe suf- 
fisamment de 0, pour rendre te tir efficace, on peut demander 
quel est le moment précis oh doit s'ouvrir le feu de la batterie, 
sans qu'il soit nécessaire d'effectuer des tentatives qui, si elles 
étaient vaines, instruiraient, trop tôt, l'ennemi de la position 
qu'il doit conserver ot de la distance à laquelle il doit so 
maintenir pour rester hors de la portée de la batterie. 

2° Nous supposerons d'abord que le bàtimeat observé M se 
meut parallèlement 



■jr" 




e ligne OZ tracée sur 
■ le rivage. 

Mais on doit se de- 
mander, avant tout, 
comment on pourra véri- 
fier que cette condition 
se trouve réalisée. 

A cet effet, considé- 
rons le point [X qui cor- 
respond à M, dans la 
transformation hom o- 
logique imaginée précé- '^'^- ^''^^• 

demment. Nous répétons, pour éviter toute confusion, que les 
points M, 11. sont en ligne droite avec un point fixe 0', et que 00' 
est, à chaque instant, la bissectrice de M0|^. On sait que, dans 
cette transformation, à une droite correspond une autre droite; 
c'estunprincipeque nous avons déjà utilisé. Mais on sait aussi; 
1" que deux droites correspondantes se coupent toujours sur 
l'axe d'homologte, droite perpendiculaire à 00', au point 0; 
2° que deux droites correspondantes coupent 00' en deux 
points qui divisent harmoniquoment ce segment. En particu- 
lier, si l'un d'eux est à l'infini, le point correspondant coïn- 
cide avec le milieu de 00'. 

Imaginons donc, pour donner à la solution présente un 
caractère vraiment pratique, un miroir, de dimensions suffi- 
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santeB, placé en 0, dans u n ploD perpendiculaire àOZ. Unobser- 
vateur cherclie à voir, dans ce miroir, le bâtiment obseryé M ; 
soit [ila position qu'il occupo à cet instant. Un jalon étant 
fixé en 0', milieu de 00', l'observateur en question se déplace 
de façon à ne pas perdre de vue l'image de M. Si la trajectoire, 
ainsi décrite, est une droite passant par 0", c'est que M est 
mobile sur une droite MI parallèle à OZ. 

Ilnous reste hcalculerladistanceOI dupointO.àladroiteMI. 

Ëlevons O'R perpeudiculairement à OZ ; soit R le point de 
rencontre do CR avec 0\i. Comme nous l'avons déjà observé. 

D'ailleurs, les droites OK, OM étant également inclinées 
sur OZ, leurs projections sur des perpendiculaires à OZ aoat 
proportionnelles et comme la relation précédente est horao- 
ghne, nous avons 

I ' _ 2 



01 O'R !*H 
Cotte égalité permet de calculer 01 : immédiatement, si l'on 
possède une table dos inverses; très simplement, daus tous 
les cas. On saura donc si 01 est inférieur à la portée maxima 
(les pièces, et si, 
par conséqueDt, 
on doit faire les 
préparatifs uéces- 
f^aires pour ouvrir 
le feu, au moment 
--1 oh M passe en I. 
On observera, 
p d'ailleurs, que la 
ligne de visée 01 
est perpendi- 
culaire à OZ, et 
^f' ***■ que la longueur de 

la ligne de tir est connue: c'est la quantité 01, calculée comme 
il vient d'Atre dit. 
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3° Supposons que la trajectoire suivie par M soit uue droite 
quelconque A, reucontrant la ligne 00' en P, point Idcoqdu, 
bien entendu, et que aous pouvons supposer très éloigné de 0. 

L'expérience étant disposée comme nous l'avons indiqué 
tout à l'heure, l'observateur y., mobile avec M, décrit, sur le 
rivage, une trajectoire rectiligne jjlO"; cette droite, comme 
nous l'avons dit, va rencontrer A en un point Q situé sur la 
perpendiculaire élevée, en 0, à 00'. Imaginons la perpen- 
diculaire OH abaissée de sur A; nous voulons d'abord éva- 
luer OH. 

Le triangle rectangle POQ donne 

OH* ~ ÔP" "^ ÔQ' 
La longueur OP se calcule en observant que la ponctuelle 
0, 0', 0", P est harmonique. Donc 
(2) 



OP 00' 



00' 



QuantàOQ, lestriangle8semblablesOQO',K[j.O'prouventqu6 
00' 



(3) 



OQ-K[*-- 



Les égalités (i), (2), (3) résolvent i 
gueur OH, calcu- 
lée par ces for- fr 
mules, est plus » 
petite que la por- 
tée niaxima des 



question posée; si la Ion- 



"«i 



sible, à la bat- 
terie placée en 0, 
dedirigersesfeux 
sur le bâtiment 
observé. Mais il 
reste à déterminer 
le moment où le 
feu doits'ouvriret 
celui où il doit Fig- 133. 

cesser; c'est-à-dire les deux instants où M est, sur sa 
toire A, à une distance de égale à la portée maxîma h. 
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AyaDt calculé OP, OQ, comme il a été dit, preDODS, snr la 
perpendiculaire élevée, en 0'. à 00', une longueur O'R 
telle que 



O'R = 00' 



OP 



La droite OZ, perpendiculaire ft ORL, passe par la projection 
de sur PO ; c'est la ligne de tir la plus favorable. 

D'autre part, abaissons O'A perpendiculaire surOR; et, avec 
un cordeau fixé en 0', bien tendu, et dont la longueur est cal- 
culée par la formule 



O'm = O'm 



= 0M 



OH 
■ O'/l' 



(OM = h) 



N??. 



détermlDons, sur OR, les points m, m' ; la ligae do tir, pour 
l'ouverture du feu, sera parallUe à O'm; et, pour la cossatioa 
«lu feu, parallèle à O'm'. 

Cette solution, basée sur la transformation hoinologiquc 
et sur les principes élémentaires des figures semblables, 
est assez compliquée; on en imaginera, sans doute, de plus 
simples. 

113. Lee feux croisés. — Soient deux batteries instal- 
lées en A, B; on 
veut que leurs 
pièces aillent 
frapper un aligne- 
ment CD de façon 
que les feux se 
croisent toujours 
sur cette droite ; 
pourtant, on sup- 
pose que le point 
qu'il faut atteindre 
n'est visible : ni de 
A, ni de B. La pro- 
priété que noQS 
' '"■ ""'' avons établie (Pre- 

mière partie, § 16) peut être utilisée pour résoudre la difficulté 
proposée. 
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Ayant tracé à parallèlemcat h AB, ou preudra, sur les seg- 
ments ay, s'y', deux points p, f tels que 



Isa feux dirigés suivant A^, B^' se croiseront sur CD. Pour \o 
démontrer, on peut s'appuyer sur la propriété rappelée; on 
peut aussi raisonner de la manière suivante. 

Les points p, p' décrivent, sur A, deux divisioos home- 
graphiques; les droites homologues A6, Bp' se coupent en 
un point dont le lieu géométrique est une conique. Mais, 
si p s'éloigue à l'infini, p', lui aussi, s'éloigne indéfiniment 
sur A; et les rayons homologues, dans ce cas, coïncident 
avecAB. La droite AB fait donc partie du lieu; par suite, 
celui-ci se compose de A6 cl d'une autre droite. Mais C et D 
font évidemment partie du lieu; par suite, A^, B^' se croisent 
sur CD. 

Dans la pratique, on pourrait partager, au moyen d'un 
cordeau quelconque, les intervalles xy, ay' en un mémo 
nombre de parties égales; en plaçant des piquets aux points 
obtenus, on devra viser, des points A, B, ceux qui se corres- 
pondent. 

114. Les leux convergents. — Supposons que, dans 
le voisinage d'un point 0, on veuille disposer des pièces à feu 
dont le tir converge vers un point B, invisible mais que l'on 
sait exister, dans la di- 
rection 0£, à une dis- I 
tance /, de 0. 

Prenons sur OX un 
pointarbitraire A; puis, 
3urOA,unpoiutGtelque 



{!) 



OC OA 




On observe que cette '»?■ **'. 

longueur OG se calcule rapidement en utilisant la table des 
iuverses • d'ailleurs, dans le cas actuel, on peut supposer 
qu'on a tout le loisir nécessaire pour faire le calcul fort simple 
qui correspond à cette formule. 
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Cela fait, on jalonne deux droites A, A' perpendiculaires en 
0, À sur OÀ. On fixe sur A un jalon en M, point oii l'on veut 
installer la piùce. Avec la fauase équerre, on relève l'angle 
MGO, et, par un retour d'équerre, on fixe sur A', en M', un 
jalon, de telle aorte que l'angle M'CA = MGO, En visant 
M', le tir do la pifece à feu placée en M sera dirigé vers 
le point invisible. 

En effet, CX étant la bissectrice extérieure de MCM', MM' 
rencontre OX en un point B' qui forme avec M, D, M' une 
ponctuelle harmonique; mais, d'autre part, d'après (1), 0, 
C, Â, B est une ponctuelle harmonique : d'oîi l'on conclut 
que B se confond avec B'. 

On peut ainsi établir, sur les lignes A, A', autant de couples 
tels que M, M' que l'on voudra. 

Si l'on préfère disposer les pièces en éventail, après avoir 
iuslallé, comme le représente la figure S98, une pièce en 
0', avec A' pourpoint de mire, on répétera, (fig. 29S) avec C'A' 
pour base, la construction précédemment faite avec OA ; puis, 
on la reproduira, autant de fois que l'on voudra, en 
O'A' , O^A'" , etc. On obtiendra 
aÎDSi, successivement, les lignes OA, 
O'A',..., qui concourent au but invi- 
sible B. 
Quant aux distances OB, O'B,... on 
■ ^ les calcule par les formules : 

I _ 3 I 

ôb~ôâ"ôg' 



Fig. 398. 



O'B O'A' O'C 



DaLs la praiiquc, si les pièces ne sont pas très éloignées 
les unes des autres, ou peut considérer les longueurs OB, 
O'B,.., comme sensiblement égales, et régler les hausses en 
conséquence. 

Pour indiquer une application de ce problème à l'art de la 
Guerre, on pourrait imaginer que l'ennemi, après avoir été 
attiré en B, serait, % un signal donné, brusquement assailli 
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par les projectiles des pièces, celles-ci étant disposées comme 
noua l'ayons dit. Leur tir serait préparé de façon que les pro- 
jectiles vinssent frapper ce point B, et l'effet produit serait 
d'autant plus efficace qu'il proviendrait de points invisibles 
pour l'ennemi. 

11b. Le tir concentrique. —Nous avons supposé que le 
tir des pièces, dont les feux convergent vers le point B, pouvait 
être réglé de façon que les obus -r^ 

vinssent, uniformément, frapper a , ^ n,^^ , 

lebut.bienquecespiècesfusseDt / ; \ _-^^ 

placées à des distances inégales. / \ 't— -''1^^%^ 

Le problème actuel peut être """"^i^Cs^^tf^^^' 
envisagé à un autre point de vue. ^"^«^^ 

Supposons que trois batteries f •?■ îsj, 

soient installées aux points A, B, C. On voudrait tirer, de ces 
points, sur une ville assiégée, o la portée maxima et de façon 
que le tir soit concentrique; nous entéudous, par là, que les 
projectiles doivent tomber au même point. On demande si le 
problème en question est possible, et, dans tous les cas, on 
propose d'installer une série de batteries pouvant, à un signal 
donné, ouvrir, à la portée masima, un tir concentrique. 

Soient Â,B, Clés emplacements jugés favorables à l'établis- 
Bernent des trois premières batteries ; il s'agit de déterminer 
d'abord, pour chacune d'elles, la ligne de visée. 

Relevons, avec la fausse équerre, l'angle GAB ; puis, jalon- 
nons aux points B,C, les droites bb', ce', telles que 

VB(Î= cGB =^I(j, 
Les lignes de tir sont des droites Bp, Gy perpeudiculairesi res- 
pectivement: la première, à bb' ; l'autre, à ce'. On détermine, de 
même,en relevant l'angle ACB, la droite aa' et par suite, la per- 
pendiculaire Axqui représente la ligne de tir, au point A. On voit, 
en effet, que les droites aa', bb',cc' construites comme il vient 
d'être dit, sont les tangentes à la circonférence circonscrite au 
triangle ABG. Les droites Ax,B^, Gf , suffisamment prolongées, 
vontdonc concourir en un certain pointe, centre de cette cir- 
conférence. 

Pour avoir la longueur commune des droites OA, OB, OC, 

G. DE L. — GÉOHÉTHIE DE LA RASLE. 20 
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en peut utiliser la formule connue 

_ AB. BC.C A 
'* aire ABC 

On peut aussi obierrer que le triangle rectangle OAR douDC 
I 1 I 

Si la longueur OA, ainsi calculée, est égale à la portée 

inâxima ft, des pièces, les batteries occupent l'emplacement 

-jj qu'elles doivent avoir : et, pour chacune 

/'/ d'elles, la ligna de tir est déterminée. 

,-•'/ rc Dans le cas contraire, on déplacera 

,■'' y / celles-ci, dansunsensoudanal'autre, de 

quantités égales, aurles lignes de tir, de 

MÊ^ -^a façon que, dans leur nouvelle position, 

fi;/. :.o}. elles soientà la distance A du point 0. 

Il nous reste ii dire comment, les trois premières batteries 
étant installées pour le tir concentrique, on pourra fixer les 
positions des autres baLleries. 

Arecla Tausse équerre, on relève l'angle ABC ; puis, on cherche 
dans le voisinage de remplacement désigné pour la nouvelle 
batterie, un point D, d'où l'on aperçoive BG sous un angle 
ADB = AUB. On fixe alors, comme il a été dit, la ligne de tir 
qui correspond à ce point D, On obtiendra ainsi, successive- 
ment, autant de points que l'on voudra. 

116. L» tir Central. — On peut considérer ce problème 
comme étant l'inverse de celui que nous venons d'examiner; 
voici en quoi il consiste. 

Imaginons trois points visibles, mais inaccessibles, A, B,C; 
on propose d'indiquer la position d'une batterie qui, placée 
on 0, soit à égale distance do ceux-ci. Déplus, le point Oélont 
donnu, on daniando d'évaluer cette dislance. 

d'est à la transformation par inversion (*) que nous demau- 
dorons la réponse à cette question. 

Prenons arbitrairement un point P, comme pôle de la trans 

(') On a vu précécemmenl (g 641 comment on construisait, poiutpiir 
poinl, l'inïersc d'une figure donniie. A ce propos, on a. dû remarquer 
arec quelle simpllollé ou -peut, sur le terruiu, cH'ecluer le Iracé de 
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formation. Soient A', B', C les points luverses de A, B, U, 
Les perpendiculaires élevées aux milieux des côtés du tri- 
angle A'B'C se ciufieut en 0'; le centre cherché se trouve 
sur PO'. En effet, à la circonférence pas8antparA,B,C, corres- 
pond une autre circODfé- t 
rence circonscrite à A'B'C ; * / 
on sait d'ailleurs que les / /' 
centres de deux circonfé- / 
rencesinvorses sont en ligue •■ / ./ 
droite avec le point choisi '■>, j _/' 
pour pôle de la transforma- \ •., / /' 
tion. '■,, "x / 

Pour déterminer complè- \ "\' / 

tenient le centre 0, on pour- 
rait prendre un autre pôle P 
et.par sou intermédiaire, 
obtenir une seconde droite 
concourant avec PO', au 
point cherché. Mais il est 
plus simple d'observer que la 




Ftg. 30t. 



ligno OA est parallèle à la droite O'A" qui joint C au point A", 
symétrique de A', par rapport à H. Onsait, en effet, que si deux 
circonférences Bontiûversea l'une del'autre, par rapportaupôle 
P, la droite AA' qui joint deux points associés rencontrant la 
circonférence A'B'O' en un point A', les rayons OA, O'A' sont 
parallèles. Or, en prenant HA' = A'H, A' représente le second 
point commun k A'A et h la circonférence A'B'C. D'après cela, 
après avoir relevé, avec la fausse équerre, l'angle PO'A", on 
s'avancera sur PO' jusqu'à ce que l'on trouve un point 0, d'où le 
segment PAsoit vu sous l'angle PO'A", On pourra répéter cette 
construction 9uccesslvementpoiirîesdouxautrcspointsB,C; ou 
obtiendra, do la sorte, une double vériflcatiun du premier tracé. 
Enlin, pour avoir OA, on utilisera la formule 

cette figure. Ainai, bieu que lo Ml puisse paraître singulier au premier 
ïbord, on oblient plus rapidement la Iransfonnatlon par inversion des 
espaces inaccessibles, que leur Iransrormation par b(.molb6kle. 
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117. Le changement de position. — Une batterie 
étant installée en Â, on peut, pour divers motifs, vouloir la 
déplacer ; et, dans ce cas, on peut d'abord demander que, 
dans la seconde situation, elle conserve sa distance au point 
B, point qui représente le but. 
Ayant jalonné une droite a:3^ dans la région où doit èlre 
choisie la nouvelle position de la bat- 
terie, on relève, avec la fausse éqnerre, 
l'angle BAa;; puis, l'on cherche sur 
kx un point G tel que BGA = BAX; 
/ \ c'est en C qu'on doit installer la batterie. 

' \ Si l'on désire se rapprocher de B, on 

; \ doit prendre position entre A, C ; on se 

~ — g* *_ -. placera, aucontraire,surCa;,ousurA.ic', 

si l'on veut s'éloigner du but. 
'^' ' ■ Supposons, maintenant que, au point 

B, soit installée une batterie ennemie; il peut arriver que 
celle-ci modifie sou emplacement et vienne en fi'; on peutalors 
demander quelle doit être la nouvelle position A' de la batte- 
rie A, si l'on veut que la distance des batteries soit maintenue. 
Le problème comporte, évidemment, une infinité de solu- 
tions; mais il faut indiquer par quel procédé on peut on 
diSlerminer une. 

Après avoir jalonné un segment AM, perpendiculaire a AB, 
on relève sa longueur, au moyen du cordeau. Ayant alors pris 
un point H, dans la région oti l'on veut 
/ f* installer la batterie, on élève HK, perpen- 
diculairement à Hfi'; puis, l'on détermine, 
surHK, un point K tel que HEB'soit égal 
à AMB; ce dernier angle ayant été relevé 
par une fausse équerre. Si HK est égal à 
AM, H est le point cherché; dans le cas 
t M - contraire, ai HK est, par exemple, plus 
Fig. 303. petit que AM, on se transporle dans la 

direction B'K jusqu'à ce qu'on trouve uu point M', tel que 
A'M' = AM. Il suflit, à cet effet, de prendre avec le cordeau 
HR = MA; la perpendiculaire élevée en R, à HR, coupe B'K 
au point cherché. 
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Cette construction est basée, comme l'on voit, sur l'égalité 
(îe deux triangles rectangles. Il va, sans dire, qu'elle peut 
être réalisée avec des triangles quelconques, eu utilisant 
uniquement le cordeau et la fausse équerre. 

Dans le cas où le déplacement de B se fait dans la direction 
même de AB, (comme il arrive, lorsqu'une batterie, trop 
vivement pressée par le feu de l'ennemi, 
veut se dérober à son attaque), la solu' *^ 

tion précédente se simplifie notablement. /jfB 

Ayant tracé un alignement A parallèle h l f\ 

AB, un indicateur se meut sur A, en même ;/ / ' 

temps que se déplace la batterie fi et de 
telle sorte que l'angle AMB soit toujours le 
même, dans les diverses positions de la 
batterie ennemie. Le déplacement de la 
batterie A, se fait alors au moyen de l'in- 
dicateur que nous venons d'imaginer; il 
suffit que, dans co déplacement, l'angle MÂB 
reste constant. De la sorte, la batterie A ig- sot. 

conserve, vis-à-vis do l'autre, la distance qui était favorable 
g son tir, 

118. La portée des pièces ; les essais de poudres. 

— Voici dans quelles conditions on peut déterminer; soit, pour 
une hauteur donnée à la hausse, la portée maxima des diffé- 
rentes pièces d'artillerie; soit, avec des pièces identiques, la 
force d'expansion des diverses poudres do guerre. 

Une pièce à feu étant installée on un point A, au bord de 
la mer, ie projectile est lancé, à tir perdu. Au moment oîi il 
tombe, on voit se produire, en B, une gerbe d'eau, d'ailleurs 
visible à de grandes distances; il s'agit, alors, do calculer 
la distance AB. Dans la pratique, on utilise les télémètres; 
nous voulons montrer comment on pourrait résoudre le même 
problème, par de simples chaînages, 

Pbehière solution. — lïtablissons en C, D deux postes 
d'observation; puis, traçons, au bord de la mer, une ligne 
PQR, jalonnée au moyen de piquets suffisamment rapprochés. 
Deux observateurs, placés en C en D, détermineront, sur i. 
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les deux jalons P, Q, respectivement en ligne droite avec 

le point B, d'une pari, et les pointe C, D, d'autre part. Gela 

posé, voici comment on peut 

» calculer la longaeur AB que 

_,-;-'/ noua désignerons par x. 

...-V / Le théorème de Stewart, 

/ / appliqué au triangle ABD, 

donne 

AD'.BQ + x'.DQ = AQ^(DQ 

+ BQ)+ DQ.QB.DB, 
ou 

(1) jÂQ» + BQ*)DQ 

+ BQ[AQ*-ÂDVDQ')^DQa;'. 
Do même, 

(2) [ÂÏ3» + BP*)GP 
+ BP[ÂP' - ÂC 

+ UP*) = CPa:«. 
Fig. ses- D'autropart,letrlaDgleBOD 

etlatransversalePQR donnent 
{3} BP.DQ.RC = CP.BQ.RD. 

Les égalités (1), (2) et (3) déterminent BP, BQ et x. Pour 
dégager l'inconnue principale, la quantité x, on devrait 
éliminer les inconnues auxiliaires 
^n que nous avons introduites : BP 
,-''/ et BQ. Cette élimination n'offro 

,--' / aucune difficulté ; elle conduit à 

/ une équation bicarrée en x. Mais 

y^ / la complication même de ce résul- 

tat, dans un problème qui est du pre- 
mier degré, nous avertit que la mar- 
cbe suivie est susceptible de simpli- 
fication notables. C'est ce qu'il est 
aiaé de vérifier. 

Observons, d'abord, que rien ne 

s'oppose à ce que la droite PQ, qui est 

arbitndrement clioisie, soit tracéo parallèlement à CD. Lo 
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quadrilslère PQCD ((ig.3û4} éUqt un trapèae, on A 

CD- PQ 

^ eu - PQ 

Kous pourrons donc calculer, directement, en utilisant ces 
formules, les inconnues auxiliaires. Les longueurs BP, BQ 
uuefois déterminées, la distamie x s'obtient par la formule 
(1), ou par la formule (9), indifféremment. On a même, de la 
sorte, une vérification des calculs précédents. 

Malgré cette remarque, la solution précédente reste compli- 
quée; celle que nous allons développer maintenant est sensible- 
ment plus pratique; nouaalloos trouver, enTexposantiUnenou- 
velle et intéressante application de la tranformation homo- 
logiquo. 

Seconde solution. — Soit As la ligne de tir; jalonnonB sur 
le rivage une droite Ây et, sur A.y, dans la région DD', favorable 
aux observations, plaçons des 
piquets équidistanis. Nous sup- 
poserons d'ailleurs qu'ils se dis- 
tinguent facilement les uns des 
autres, par les signaux différents 
dont ils sont munis. 

Sur une droite Ax, telle que 
xA.)/ — yh.z, installons, en C, un 
poste d'observation. Leprojectile 
lancé de A tombe dans la mer et 
comme nous l'avons déjà dit, 
soulève, dans sa chute, au point 
B, une gerbe d'eau, visible pen- 
dant quelques secondes, L'ob- 
aervateur, placéenA,véri(iequel 

est le poteau 1) qui est situé sur CB. Eu clevnnt, en P, une 
perpendiculaire DH, on calcule AB par la formuie précédem- 
ment démontrée (^ 111). 



(1) 



AD AH AO 
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Mais on simplifiera le calcul, en opérant comme nous allons 
l'indiquer. 

Plaçons sur Air, en G', un socond poste d'observation. Soit 
D' le poteau qui se trouve sur C'B; nous avons encore 

I9\ _JL — _H —, 

^ AB AH' AC 

Des égalités (1) et (2), on déduit 





AB AC AH' AD' 




I 1 AH AD 




AB * AC 


On tire 


, de là, la formule que nous avio 


(3) 


J,(4D'-AD)=^- 



AD' 
"kÛ' 

On peut alors, sans avoir à e/fecluer aucun tracé, calculer la 
portée des pièces; les coups se succédant à intervalles aussi 
rapprochés que l'on voudra. Il est facile d'en voir la raison. 

A chaque coup de feu, les opérateurs C, C, prennent note 
du poteau qu'ils ont observé et qui correspond à la gerbe 
d'eau provoquée par la chute du projectile, Léo expériences 
terminées, ils rapprochent leurs observations; puis, en opérant 
séparément, pour avoir une vérification des calculs, ils déter- 
B_^ minent la longueur AB, par la formule (3). 
^ ^--'' /■ Bien entendu, les longueursAC, AC ont été 
mesurées, une fois pour toutes, avec le plus 
grand soin; de plus, on connaît les dis- 
tances, au point A, des différents poteaux 
placés sur Ay. 

119. L'ouverture de la parallèle. -- 

Supposons que AB représente un côté d'une 
enceinte fortidée; par un point donné M, on 
propose do trecer une tranchée parallèle à AB. 
Ce problèmii nous a déjà occupé (chapitre VI, 
§§60 à 67), mais nous y revenons, une fois 
'f'tfl. SOS. encore, pour indiquer une solution d'un carac- 

tère plus pratique, on supposant, c'est le cas que nous voulons 
examiner, que la longueur AB est, relativement, assez faible. 
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Iniagiaons que, dans l'espace accessible, on prenne, arbi- 
trairement, sur les proloDgoments des droites AM, BM, deux 
points C, D. De ces points, visons, successivement, B, Â; puis 
traçons CP et DQ, respectivement parallèles aux lignes DB, 
CA; la droite PQ, ainsi obtenue, est parallèle h AB {*). Il 
suffit alors, de mener, par M, une parallèle à PQ ; ce tracé 
n'offre plus aucune difficulté puisque PQ est situé dans la 
région accessible. 

On doit observer que la droite PQ sera, dans tous les cas, 
aussi rapprochée que l'on voudra du point M;ilsuffit de choisir, 
les pOBtes d'observation C, D, dans le voisinage de ce point. 



CHAPITRE XI 

LE POINT INACCESSIBLE DANS l'eSPACE 

Lorsque le point inaccessible A est situé dans l'espace, on 
peut se proposer de déterminer diverses longueurs se ratta- 
chant à ce point. Par exemple, sa hauteur au-dessus du plan 
de l'horizon, ou, encore sa distance à la terre. Lorsqu'ils sont 
mobiles; on peut demander leur vitesse moyenne, etc. 

Il convient d'observer que, au point de vue pratique, le 
problème actuel soulève des difficultés de difTérents genres 
suivant la nature du point inaccessible considéré. En effet; 
tantôt, ce point est le sommet d'une tour ou le point culmi- 
nant d'une montagne; tantôt, il représente un ballon fixe et, 
tantôt, un ballon mobile; dans d'autres circonstances, un nuage, 
une étoile filante ou un bolide, etc. De là résulte la nécessité 
de solutions variées, appropriées h ces différents cas; nous 
allons, daosce chapitre, exposer quelques-unes d'entre elles. 

(*) Celte propriété élémentaire est connue (V. l'Kdvcalional Times 
qurelion S681. Celte question est rt^aolue d:ins le numéro d'octobre ISSS 
de cette publicalion). Elle se démontre, bien simplement, en observant 
que Ins irianglos semblables de la figure considérée donnent 

UP MD HQ _ MC 

MC~ MB' ^ MB ~Ha' 
_,, . „ „ MP MA 

d'on l'on lire ÛQ = i5â' . _ 
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120. La hauteur de la tour. — Ayant Axé, en PQ, 
verticalemeot, une mire d'une hauteur connue h, l'observa- 
teur se place en de façon que, en visant l'extrémité de la 
mii'e, ilperçoicclepointS, sommet rie la tour. 

Mais il y a lieu do distinguer deux cas, suivant que le pied 
de la tour esL iuacccssible ou ne l'est pas. 

1" Dans la première hypothèse, on relbve les longueurs O'P, 
O'A et, après avoir posé 00' = ft', HH = a;, on a 
g^ - fe' _ O'A + r 
h -h'" O'P 
Cotte équation, dans laquelle rdésigne le rayon de la tour, 
'^ permet de calculer la hauteur 

inconnue x. Il est vrai qu'il 
,■-■;,"- faut connaître le rayon r; 

.^'■'..■' mais, nous indiquerons tout 

Î,.- ' jj,' à l'heure différents procédés 

,.■ j pour le déterminer, soitdana 

*■ P le cas oii le pied de la tour 

__\ est accessible, soit dans l'au- 

'*' (ro hypothèse. 

Fia. S09. T., ■{% j 1 1 

" D ailleurs, dans les solu< 

tious que nous allous maintenant exposer, la connaissance de 
r est inutile. On doit ajouter que l'on peut éviter cotte diffi- 
culté, relative à la détermination de r, eu visant (comme le 
représente la figure 310) un point H do la circonférence supé- 
rieure delà tour. 

2° Supposons maintenant que le pied de la tour soit inac- 
cessible. 

L'observateur se Iransporle en P; puis, un aide déplace 
la mire et la fixe en P'Q' de façon que son extrémité Q' 
vienne, de nouveau, se placer surlaligneRSqui vadel'œil de 
l'observateur, dans Fa nouvelle position, au sommet de la tour. 

Les triangles semblables : RQ'T, RSH', d'une part; OQR. 
OSH', d'autre part; donnent 

X- h' _ RH' _ OH' 
ft - A' ~ RT ~ OR ' 
x~ h' _ OR _ O'P 

*" A - A' ""OR - HT '^ O'P - PP- ■ 
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C'eal l'égalité qu'où doit employer pour calculer x; ou 
observera qu'elle préseule, 8ur la précédente, l'avaatage de ae 
pas renfermer l'expression du rayon do la tour. 

121. La méthode du miroir. — Au premier livre do 
la Géométrie pratique du R. P. Millet Dechales, ouvrage 
que U0U8 avons déjà cité (§ 19, note}, on trouve l'expo- 
sition, devenue classique, d'une méthode A 
intitulée madvs mcliendi tineas per capoi- 
tricam, permettant d'évaluer la hau- 
teur d'une tour dont le pied est accessible. 

A une distance a du pied de la tour, 
on dispose, sur le sol, un miroir A; l'ob- 
servateur se place alors eu BC, de façon 
que l'œil aperçoive, dans le miroir, 
l'image du sommet H de la tour, 

LestriangIe3 3emblablesHAD,BACdonne 

BC 
a. = a.-. 

122. Le rayon de la tour. — 1° Supposons que le pied 
de la tour soit accessible. 

On jalonne trois alignements tangents à la tour, BC, CA, 
AB; on peut ensuite mesurer ^ 

les distances a, b, c; puis appli- 
quer la formule connue 



Fij. :llO. 
nposantHU = 



V^ 



i)(p-6)(p-c) 



Dana le cas ou le triangle 
ABC, dontil vient d'être ques- 
tion, est rectangle en A, la 
formule précédente se sim- 
plifie et l'on a 




D'ailleurs, les longueurs AA' = AA' représentent le rayon 
chercbé.Pourtant,eette dernière méthode, malgré sa simplicité 
apparente, ne détermine pas bien le rayon cherché, parce que 
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IcapoÎDtsdecoiitact A',A" ne sont pas coiinus avec une préci- 
sion BuflisaDte, Mais, voici un procédé qui nous parait avan- 
tageux. 
Ayant mené, il la tour, dans le plan horizontal, des tangentes 
parallèles A, A', la distance CD de 
ces droites représente le diamètre 
de la tour. La seule difficulté est 
de trouver deux points A, B dia- 
métralement opposés. A cet eiîet, 
on entoure la base de la tour d'un 
cordeau qu'on replie ensuite sur 
lui-même de fsçou à la partager 
en deux parties égales; en fixant 
de nouveau la partie obtenue de 
telle sorte qu'elle s'applique exac- 
*^' ' tementsurla circonférence debase 

de la tour, les extrémités obtenues représentent deux poinls 
diamétralement opposés {*). 

On pourrait aussi jalonnerune droite FQ tangente à la base 
de la tour et observer que le r ayon d e celle-ci esl, par une 
propriété bien connue, égal à v'AP.By. Les solutions du pro- 
blème actuel sont très nombreuses (**); mais celles que nous 
venons d'indiquer, sont, croyons-nous, les plus simples. 
2» Supposons que le pied de la tour soit inaccessible (***). 
Après avoir fixé trois jalons, A, B, G, de telle sorte que les 
lignes de visée BC, GA, AB soient tangculos à la base de la 

(*) Co procédé (fort neu malhéma tique, procédé d'ouvrier si l'on Teut) 
serait particulièrement praticgue pour calculer 1o diamètre d'un bassin, 
parce que, après îiïoir dëlcrmiaë les points A., B diamétralement opposés, 
ou pourra tendre un cordeau divisé de A en B, par dessus le bassin; la 
longueur de ce cordeau tait alors connaître le diamètre cherché. 

(") On peut, par exemple, jalonner, comme l'indique la fig. SU, les 
droites BD, CD parallèles, respectivement, àCÂ.BA; puis mesurer leabau- 
tcurs h, h', h" du triangle BDC ; le rayon r esl donné par l'égaliW 



Ce procédé exige plusieurs jalonnements, maïs il deviendrait assez 
commode, si l'on Taisait usage de la table des inverse»;. 

('") Nous examinons plus loin le cas où le pied cet, tout 3 la fois, Inac- 
cessible et invisible. 
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X lignes 



tour, oQ mené par les points Â, B, C des parallèles a 
BG, CA, AB. 

Oa détermine ainsi un triangle A'B'C dont lescôlés peuvent 
être meaurés, sans qu'il soit nécessaire de pénétrer dans la 
région qui est voisioe de la tour; le rayon du cercle inscrit à 
A'B'C peut être calculé par diverses méthodes et, notamment, 
au moyen de la formule (A); il est égal au diamètre de la 
tour. 

Si l'on s'accorde l'usage de l'équerre ordinaire, on pourra 
jalonner, dans la partie accessible, deux droites parallèles, 
tangentes à la base de la tour; la distance de ces deux paral- 
lèles représente le diamètre de celle-ci. 

123. Le rayon de la tour. (Preuiëre solution gënérale.). 

— Nous exposerons maiotenaut deux constructions assurément 
plus compliquées, mais qu'on utiliserait dans certains cas, si, 
pour diverses raisons, celles que 
nous venons d'indiquerétaientjugées 
impraticables ; par exemple, si la vue, 
gênée par des obstacles, ne permet- 
tait de viser qu'une partie de la tour. 

D'un point Â, pris dans la région 
d'oii l'on aperçoit la base de l'édifice, 
on trace deux lignes de visée AP, 
AQ; et, par un point B, pris sur AP, 
on trace une ligue BR tangente à la 
base de la tour. Soit G le centre du 
cercle ioscrit à ABR; abaissons GH 
perpendiculaire sur AP et, avec la 
fausse équerre, menons par B, une 
droite BK telle que KBA = « - BCA 
= ACD; BK rencontre GH en <u ; oiH est le rayon cherché. 

Pour le démontrer, observons que le cercle inscrit à RBA 
touche BR on un point S', isotomiquo de S sur BR, Do plus 
BH = BS'; par suite, BH = RS. 

D'autre part 
SRO= -SRQ=-ABR-(--=BAR=ABG+BAC=AGD=HB(... 




tig. 313. 
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Les triaDgleB rectangles OAS, (dBH sont donc égaux; ainsi 
<.>H = OS. 

Remarque. — La méthode précédente s'appliquerait encore 
dans locasoii la base de la tour serait complèlement in visible; 
soit que des obstacles placés entre celle-ci et l'observateur 
la cachent complètement à ses yeus, soit que des bùtiments 
enveloppant cette base de tous côtés, ne permettent de voir 
que la partie supérieure de l'édifice. 

Dans ce cas, on fait usage de piquets suffisamment élevés 
pour établir uue ligne de visée tangente à la tour; la projec- 
tion de cette ligne sur le plan horizontal, projection obtenue 
enjalonnaut la ligne qui va de l'œil de l'observateur aupiquet 
considéré, est tangente à la base invisible de la tour. Oo est 
ainsi ramené au cas précédemment traité et nous pouvons, 
pour ces raisons, considérer comme résolu le problème qui se 
propose la détermination du rayon d'une tour dont la base est, 
tout à la fois, inaccessible et invisible; la partie supérieuie 
étant seule visible, et, même, par un côté seulement. 

Nous ferons encore observer que les constructions indiquées 
au paragraphe précédent peuvent toujours être elTeetuées, aa 
restant aussi éloigné de l'édifice que l'on voudra; il suffit do 
preadre fi suffisamment voisin de A, pour que les tracés néces- 
saires puissent être exécutés dans la partie du terrain accessible 
à l'observateur. (Jette remarque s'applique aux construclions 
que nous indiquons dans le paragraphe suivant. 

124. Le rayon de la tour (Deuxième et troisième solu- 
tions générales). — Présentons enfin, avant de quitter ce sujet, 
deux antres solutions assez simples, surtout si l'on dispose 
d'une table des inverses. 

1" Considérons, comme tout à l'houri*. les deux taugcnlos 
AP, AS, issues de A, et la tangente BR partant d'un point B, 
pris sur AP. Ou peut considérer la circonférence de base de la 
tour comme étant un cercle exinscrit au triangle RAB. Soient 
AG, BF, RU les trois hauteurs de ABR ; en désignant par r h 
rayon de base de la tour, on a 

7- "^ RU "^ AU" ~ lïF * 
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DaDS cette formule RU est une quantité inconnue ; mais en 
traçant BI, AJperpeodiculairemeul à Â.B, ou a (Première par- 
tie § 14) 

Bi "" RÛ'^ Ij' 




Fig. SU. 
Finalement, nous pouvons écrira 



r BI AG 
t" Prenons sur la capitale de 



AJ BF 

la tour, c'est-à-diro surLi 




Fig. 315. 



droite qui va de Tœil do l'observateur au centre de ccllo-ci, 
deux positions A, B; soit AD l'une des tangentes issues de A; 
BC l'une do celles qui partent de B. Si l'on abaisse AT, BS 
perpendiculaires sur BC, AD, on a 

â'^bS ""ÂT' 
En effet, soient BI.AK perpendiculaires à AB. Les triangles 
semblables : OOB, ABK, d'une part; AOD, ABI, d'autre part; 
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donueut 




X OB BI OB + BA 


d'oii 
(t) 
Uais 01 

D'après 




AK BK'oc AI ' 


4l-^K)=-• 

BI.BA=AI.BS, BK.AT = AB.AK 
cela, l'égalité (1) deiioat 

/BA AB\ . „ 


d'où 




X BS AT' 



125. Remarque, — Si l'on voulait calculer la uistauce à 
laquelle on se trouve de la tour, ou pourrait observer que MO 
est la bissectrice de l'angle CMD. On a donc 

OB MB 

ÔÂ~MÂ' 
et comme OA - OB =AB, 

on peut calculer OA, ou OB, comme on voudra. En retran- 
chant, de la longueur trouvée pour OA, le rayon de la tour, 
ou obtiendra la distance inconnue AR. 

126. La hauteur du mât. — Ou suppose un màt BC, 
placé au-dessus d'uue tour AB; on propose de trouver la lon- 
gueur de BG. 

On saitcomment on résout ordi- 
nairement ce problème, en consi- 
dérantBC comme la différence des 
hauteurs AG, AB. Mais ce procédé 
estlong: ilnousparaltplussimple 
de traiter directementia question, 
comme nous allons l'indiquer. 

Entre uu point 0, arbitraire- 
ment choisi , et la tour, disposons 
e être placée, successive- 
ment de façon à masquer les poiutsB, G à l'œil de l'observateur, 
placé en 0; puis, relevons les hauteurs : PQ = A, PR = k'. 




Fig. 3ie. 
une mire dont la partie mobile pais 
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BC = X, AP - 



w _ K—K = -ir- 

Eu répélaiit, daus une seconde station, los opérations pré- 
cédeutos, on aura, de même, 

,21 ^ _y + D 

W H' - H ^ ^^ 

Les égalités (1) et (-2), donnent 

Cette foniiutc permet do calculer a;; il faut sciilomoiit sup- 
poser d — D ?^ o ; or, pour que cette condition soit vcriticc, il 
suffit de se placer à des distances inégales du pied de la tour, 

127. Les problèmes de la tour dont le pied est 
invisible. — La solution précédente mérite d'être remarquée 
pour les conséquences qu'elle comporte. On voit que les éga- 
lités (I), (2), permettent aussi de calculer y, c'est-à-dire la 
distance de l'observateur au pied delà tour. De plus, commeona 
X _ AB 
K"^h ~ h ' 
ou peut trouver AB, après avoir calculé x. D'après celte 
remarque on résout donc tous les problèmes delà tour, dont 
1g pied est Don seulement inaccessible, mais même invisible; 
circonslance qui se présente lorsque sa base est masquée par 
des bâtiments qui l'entourent de tous côtés. 

Pour traiter complètement le pro- 
blème qui nous occupe, il nous reste 
pourtant, en nous plaçant encore 
dans le cas particulier que nous exa- 
minons ici, & déterminer le rayon de 
la tour. 

AceteiTet, ou distingue sur la cir- 
conférence supérieure trois points 
I, J, K. Une mire, de longueur 
fi , étant placée successivement 
on A', 1', Û', J', de façon que les droites H', JJ' viennent 

G. DE L. — GËOKÉTRIB DE LA RÈGLE. 21 



^J^?^ 




Fig. 347. 
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passer par l'œil do l'observateur, on relcvo la longueur 
PQ = l'J'. 

Ou a, d'ailleurs, 

jJ^ 01 OP 
rj' ~ 01' ~ ÔÂ' 

OP est une longueur connue, OA se calcule comme nous 
l'avons vu ; par suite, IJ peut être déterminé. En opérant de 
même pour les cordes IK, JK, on aura finalement les trois 
côtés d'un triangle inscrit à la circonférence qui forme la 
crête de la tour; et, par suite, son rayon. 

Mais, il est presque inutile de le faire observer, nous indi- 
quons une pareille solution, surtout à titre de curiosité, pour 
montrer comment la géométrie que nous avons développée 
dans cet ouvrage répondrait aux difficultés qu'on pourrait 
lui soumettre. Cette remarque est applicable, notamment à 
la solution présentée au paragraphe suivant. 

128. La tour rectangulaire. — Dans le cas oii la tour 
inaccessible considérée affecte la forme d'un donjon rectan- 
gulaire; ou encore, dans le cas d'un 
bâtiment à faces perpendiculaires 
deux à deux ; on peut demander les 
longueurs des côtés du rectangle 
formant la base de ce donjon, ou 
de ce bâtiment, quel qu'il soit. 

Soient A, B, C les pieds des trois 
arêtes que l'on aperçoit. Perpendi- 
culairement à une direction arbi- 
_ A traire AA', traçons une droite à et, 
Fig.sis. au moyen de l'équerro ordinaire, 

déterminons lespointsB', G' projections dos points B, C, sur A, 
En posant: 

BA ^x, BG = y, A'B = h, BV = k' 
on voit, sans peine, que l'on a 

(1) ^:-'ç=.- 

En traçant, par rapport à une autre direction, une droite 
telle que i, on obtiendra une seconde équation du même 
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genre que (1). Ed résolvant ces deux équations par rapport à 
— 1 — t on pourra finalement calculer les inconnues x, u. 

129. ~ Détermination des hauteurs; solution 

générale. — Avant d'aller plus loin, dans ce sujet, nous 

voulons indiquer ici une solution qui noua parait, également 
bien, applicable aux grandes ou aux petites hauteurs et que 
nous appellerons (o solution générale. Pour la rendre pratique, 
dans les différents cas qui pourraient so présenter, il faudrait 
seulement modifier la base d'opérations, en prenant celle-c 
d'au tant plus grande que la hauteur observée serait elle-même 
plus considérable. 

Soit I le point considéré dans l'espace. Ayant pris une cer- 
taine base 00' sur la 
trace borizontale (*) du 
plan vertical renfer- 
mant 01, on relève avec 
la fausse équcrre, si 
l'on n'a pas d'instrument 
plus parfait, les angles 
100', lO'O et l'on trace, 
sur le plan horizontal, 
dos droites A, A' faisant 
avec 00', respective- 
ment, les angles qui ont 
été observés. Traçons 
alors OS, bissectrice de 
O'Oi; puis SR parallèle 
a ù. Une propriété 
connue (**) donne 




01 OR 00' 



Cette formule est reo 



car elle permet de connaître 



(*) Cette trace s'obtient, comme on sait, en plaçant udc longuo mire 
AB, comme l'indique la figure ; des Jalons sont placés : l'un en ; l'autre 
en O', sur le prolongement de OA. 

(") Soit AS la bissectrice do BAC; ayant mené SD parallëlo à AB; 
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trfes rapidement la distance à laquelle on se trouve du point 
inaccessible considéré. 

Si l'on veut, partiouliërement, déterminer la hauteur IH, 
on utiliaera, aprfes avoir calculé 01, la formule 

rH = AB.-^ • 

V OA* + AB' 



130. La hauteur de la montagne. — Soït S le som- 
met do la montagne. Deux mires verticales, de même hauteur, 
^ sont situées en 

AB,A'B'. L'obser- 
vateur vient suc- 
cessivement se 
placer en 0, puis 
on 0', de façon 
que les lignes de 
viséo OB, O'B 
passent par le 
point S. 

■" On observera 

d'abord que les droites 00', AA' sont parallèles. En effet, soit 
w la projection de S surle plan de l'horizon (*); ou a 
So) _ 0.0 _Si«_ _ O'ui _ 

*** AB ^OÂ' A'B'~ C'A'" 

Comme on suppose AB — A'B', on a donc 
Oo. _ Co) 
OA"" C'A'" 
Ainsi, les droites AA', 00' sont parallèles. 





AB— SD 
En observant que SD - 



Fig. StO. SD AB AG 

<*) Los points 0, 0' sont Buâtsammcot rapprochés, dsDS les opécalious 
de ce genre, pour qu'on puisse, sans erreur appréciable, les considéref 
comme situés dans un même plan horizontal. 
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Plaçons en M un jalon, en ligne droite avec OA', d'une part, 
et avec O'A, d'autre part; puis, par M, traçons MN parallèle k 
00'. La ponctuel le 0,N, A,<o est harmonique, et l'on peutécrire 
NO wO wO 



d'ob 



NA <oA 0.0 -OA 
„ OA - NO 



NO- NA 
D'après cela, l'égalité (1) devient 

NO 



S«. = AB - 



NO ~ NA 

Cette égalité permet de calculer Si», et l'on voit que tout le 
travail se trouve réduit à quelques jalonnemenls bien simples 
et à la mesure des segments NO, NA; la hauteur AB étant 
connue une fois pour toutes. Il faut noter avec soin que, dans 
la formule précédente, AB ne désigne pas la longueur totale 
de la mire: il faut, de celle-ci, retrancher la hauleur A de l'œil 
de l'observateur au-dessus de l'horizon. Au contraire, ou doit 
ajouter A à la hauteur de la montagne; mais cette deniièro 
correction est insignifiante. 

Si les piquets employés AB, A'B' ne sont pas de même 
longueur, la construclion précédente et la formule trouvée 
s'appliquent encore, avec la modification suivante. 

Dans ce cas, AA', 00' ne sont plus parallèles et l'on doit 
remplacer MN par une droite allaut de M au point de concours 
de ÂA' avec 00'. Il peut arriver, si les hauteurs AB, A'B' 
diffèrent peu, que ce point de concours soit trop éloigné pour 
pouvoir être déterminé: alors, on utilisera l'une des conslruc- 
tious que nous avons précédemment indiquées (seconde paitie, 
§ 35) lorsque nous nous sommes occupé du problème des 
percées concourantes. 

131. Le problème du tunnel. — Le problème du tun- 
nel pent se poser dans les termes suivants: 

Deux points donnés U, V, étant séparés par une chaîne de 
montagnes (*), on propose de déterminer : i° aux points U, V, 

(*) Pour augmenter la dlfficalté du problème, on doit raSme supposer 
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la direction de UV; 2° la longueur de UV. En d'autres termes, 
on veut tracer, dans chacune des régions, la direction du 
tunnel qui doit traverser la montagne qui les sépare; ou veut 
aussi connaltri! la longueur de ce tunnel. Un problème de 
cette nature nous a précédemment occupé (Seconde partie. 




k:W 



Fig. SU. 
chap. 111); mais les solutions que nous avons indiquées pour le 
problème de l'obstacle ne conviennent pas au cas présent. 
Voici comment on peut le traiter. 

Les observateurs placés en D et V, tout en effectuant sépa- 
rément leurs observations, convienDent de relever la hauteur 
apparente du sommet S et de l'étoile polaire; ils connaisseni 
donc les angles SUX = a, SVY — (3; ainsi que la hauteui 
zénithale ZUX = Z'VY = f da l'étoile polaire. De plus, deux 
grandes mires verticales AB, A'B', permettent de jalonner les 
droites UA, VA', qui aboutissent au point invisible lo, projec- 
tion du sommet S sur le plan de l'horizon; plan que nous 
supposons, d'ailleurs, commun aux deux observateurs U, V. 

Imaginons, par le point S, une droite parallèle à la direction 
commune des droites UX, UY; soit Ile point oîi elle rencontre 
l'horizon commun des pointa U, V. Considérons le trièire 
S, UujI, Nous connaissons les trois faces de ce trièdre; savoir : 
ISto = y, TJSI = a, USu> = 90" — SUA. L'angle inconnu Ucol 
est donc l'angle a, réduit à l'horizon. Les formules de la tri- 



que ces montagnes sont inaccessiblea, et que les points U, V,dont il eal 
ici question, ne sont pas trisibles, à la foi*, pour ua même oLacrvateur. 
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gonométrie sphériquo permettent de calculer Uul ; noua sup- 
poserons, sans entrer autrement dans ce détail, ce calcul effec- 
tué. L'observateur, placé en V, calculera, de même, l'angle 
Vul; les deux résultats réunis feront connaître l'angle UwV. 
Quant aux longueurs Uu>, Vci>, elles sont faciles à calculer. 
Eu effet, on connaît la hauteur de la montagne, et l'on a 

En résumé, dans le triangle lIuV, on connaît deux côtés et 
l'angle compris; on pourra donc déterminer les angles (dUV, 
loVU; puis, la longueur du côté UV, 

Bienentendu,pourlacommodilé des observations, onplacera 
les postes d'observation U,V à une certaine distance du 
pied de la montagne. Après avoir calculé UV, pour obtenir 
la longueur du tunnel, on retranchera, de UV, les distances 
UU', W. lesquelles sont mesurées direclement. 

La percée d'un tunnel, sous un fleuve, n'offre aucune diffi- 
cuUc, du moins au point de vue de la géométrie pratique. 
Dans ce cas, en effet, les extrémités U.V du tunnel sont des 
points visibles; la direction de UV est donc connue. Pourtant, 
si les pointa U, V se trouvaient séparés par un certain obsta- 
cle, on utiliserait quelques-unes des constructions que nous 
avons indiquées au chapitre III. 

Enfin (*), si les points extrêmes du tunnel sont séparés par 
une distance telle que de l'un d'eux, on ne puisse apercevoir 
l'autre, ce cas soulève des difficultés particulières qu'on ne 
peut résoudre sans avoir recours à des procédés de triangu- 
lation géoJésique qui n'appartiennent plus au domaine de la 
Géométrie de la règle et de l'éqoerro. 

132. La hauteur du ballon. — Nous abordons mainte- 
nant la détermination de la hauteur d'un ballon au-dessus du 
plan de l'horizon correspondant à l'œil do l'observateur. On 
observera à ce propos que cette distance ne doit pas être con- 
fondue, en général, avec la hauteur du ballon au-dessus de la 
terre. Nous montrorons tout h l'heure, calculant de la hau- 
teur des nuages, comment on détermine celle-ci. 

(') S'il s'agissait du tunnel aousla Manche, par exempte. 
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Deux obeen'aleurs placés en A, B, viseot, au même instanU 
un ballon,^; Âf passe par l'extréniité C d'une mire CM, dont 
la hauteur k est connue ; l'ob- 
Wfl servateur placé en B dét«r- 
.'?. mine simplement la projec- 
/ /'. tion B(o sur le plan de l'ho- 
,.'' ; j rizon, delà lignedevisée BD. 
,' i D'aprèsccsobserYalionsonde- 
; ! tnandelalongueurde ^a> = x. 
y : \ Traçons PQ, parallèle à Bui; 

j^ soitllemilieudePQ.LadroUc 
-"/■ BI rencontre AM en R; la ponc- 
tuelle (A, R, M, w) est, d'après 
cela, harmonique. Ou a donc 
RA_ ùjA _ a.A 
RM ~ <oM ~ u>A- AM ' 




RM 
RA ' 



AM 



Fig. 3i3. 
La hauteur inconnue a 



(f) 



est doue donnée par la formule 

A.: 



RA- 



KM 



133. Le problème du ballon captif. — De nombreux 

problèmes se rattachent à la considération du ballon, envi- 
sagé, suivant les cas, comme un point (îxo ou mobile de 
l'espace. Ily a là, pour les problèmes qui touchent à l'art 
militaire, un élément nouveau, appelé peut-être à jouer un 
rûlc important dans les guerres futures. 

Imaginons que, dans une ville assiégée, on exécute, en 
ballon captif, des ascensions ajant pour but d'observer les 
positions de l'ennemi. Celui-ci aurait évidemment intérêt à 
déterminer le point invisible eu où est fixé le ballon observa- 
teur; ainsi que la distance Au> qui le sépare de ce point. 

Les lignes AM, BM', dont nous avons parlé au paragraphe 
précédent, vont se couper au point inconnu ; mais il reste à 
calculer km. 
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A cet effet, la ponctuelle {A, R, M,iu) étant harmonique, on a 
I _ 3 I 

Cette Tormule permet de calculer la distauce demandée Au). 

134. La vitesse du ballon. — Ou suppose qu'uu ballon 
ait été observé dans deux positions p, p'; on a pu déterminer» 
pour ces deux positions, les hauteurs qji 

H, H' du ballon au-dessus de l'hori- T 9^' 

zon, ainsi que les distances Om, 0<o' / j /', 

qui séparent l'œil de l'observateur des / \/ |- 

poinls ii>, co' projections des points p, / A \ ,_,. 

^', sur le plan de l'horizon. / / ..■'""^'' 

Ou a p^' = (H - H')» + 1^'-. 4-^>-""" 

D'autre part, dans le triangle Ouw', o 
on connaît les côtés Ou, Oui', ainsi que ^"fl- ^*''- 

l'anglewOo»'; par suite, on pourra déterminer lou'. La formule 
précédente permettra donc de calculer pp'. En divisant le 
nombreobtenu, pavlelemps6qui marque l'intervalle des deux 
observations, on obtiendra la vitesse cherchée. 

Cette solution présente certainement des difficultés pratiques 
D'ailleurs, on peut observer que le problème eu question no 
présente d'intérêt véritable que pour les ballons dirigeables; 
notamment, si l'on veut comparer les vitesses qui correspondent, 
avec un ballon donné, aux diverses machines qu'il est possiblo 
de lui adapter. Dans ce cas, on peut obtenir, pour le ballon 
considéré, une hauteur constante au-dessus de 1 horizon ainsi 
qu'une trajectoire sensiblement rectiligue, entre deux ver- 
ticales aboutissant à deux postes déterminés. L'estimation 
de la vitesse se fait alors directement, eu divisant la distance 
qui sépare les deux points d'observation, par le temps de la 
durée de l'expcrieuce. Mais, quoiqu'il en soit, ce que nous avons 
dit plus haut permet de résoudre le problème de la vitesse 
du ballon, dans le cas le plus général. 

135. La hauteur du nuage. — Millet Dechales, dans 
l'ouvrage que nous avons cité à plusieurs reprises, abordant 
le problème de la hauteur des nuages dit a Ma difficullas quœ 
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in hoc negolio occurrit ex nvbium conlinuo molu oritur ». 
Cette difficulté, dont parle Millet Dechalos, qui tient à la 
mobilité iDCessaute du point observé, noua l'avons déjà ren- 
contrée quand nous nous sommes occupé, tout à l'heure, de !a 
déterminatioD de la hauteur du ballon; et nous l'avons trouvée 
par le moyen de deux observations simultanées. Nous pré- 
sentons, plus loin, plusieurs développements qui viennent se 
joindre à ceux que nous avons déjà fait connaître ; mais nous 
indiquerons d'abord certaines considérations générales, rela- 
tives au problème en question. 

On sait quel est le principe, qui permet de"caiculerla hauteur 
d'unpoint Asitué dans l'espace, au-dessus du plan de l'horizon. 

Ayant choisi une base BC, on relève les angles ABC, ACB, 
ainsi que les hauteurs apparentes des lignes BA, CA. De ces 
données, on déduit facilement : 1 ° les longueurs AB, AC ; 2" la 
hauteur inconnue. En théorie, rien ne parait plus simple. Il 
n'en est pas de même dans la pratique, ella difficulté que nous 
signalons ici résulte de ce fait, que les ohservalions doivent 
être faites, simnlUmément, aux extrémités d'une base BÛ de 
grande dimension. Voici, à ce propos, un passage extrait du 
Journal du. Ciel {*) ; il fera comprendre, en môme temps, l'in- 
térêt qui s'attache à la détermination delà hauteur des nuages, 
et les difficultés que comporte cette recherche. 

I En Norwëgo et au Spilzberg, ou n'éprouve pas, paralt-ll, ïutanl de dif- 
flcultëa que nous cd avons rencontré, il 7 a quelques années, pour 
tStablir des téléphones, et M. IsLls Ekholm a pu, avec des bases de dif- 
férentes longueurs, y évaluer les hauteurs d'un certain nombre de nuages. 

I.a publication qui nous apprend ce fait, ne nous donne pas les nombres 
qui ont ëlé trouvés pour ces hauteurs, mais elle nous apprend que, dans 
un certain nombre de ces mesures, on s'est contenté d'une base do 
500 mètres environ. Comme les hauteurs obtenues au Spilzberg et à 
Upsala ne nous diraienlpas celles qu'atteignent ordinairement les nuages 
dans nos climais, il y a lieu d'y songer de couveau. 

Une base de 500 mètres nous avait paru insuffisante, avec des instru- 
ment ne donnant que la minute d'arc, comme des graphomÈtres ordi- 
naires, cela devait laisser des incertitudes de plusieurs mëlree dans le 
résultât du calcul ; mais nous reconnaissons que si, au lieu de grapho- 
ffièlres, on peut employer des thëodohtes donnaut la moitié ou le quarl 
de la minute, on doit espérer d'assez bonnes déterminations. Il y a donc 
lieu d'y songer de nouveau, d'autant plus que, si des deux extrémités 
de la base, en môme temps que l'on yise le même point du nuage dans 

(•) Numéro du 1" février 1888. 
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le plan qui va de la base au nuage, on mesure aussi la liauteur du point 
choisi du nuage au-dessus de l'horizon, on aura les élémeots suffisants 
pour calculer deux fois la hauteur verticale du nuage; et, quand les 
résultats concorderont, une très grande certitude do leur bonté. 

Mais ce va nire une véritable eipiidition. Il va falloir un téléphone, 
quatre théodolites, six opérateurs au moins. N'importe, son^eons-y tou- 
jours: un jour ou l'autre, tout cela pëu^ devenir réalisable. 

Nous prions nos zélés correspondants d'étudier aussi ce qu'on pourrait 
ohteniravecU photographie. Rien d'Impossible à ce quedes vuesprlsesdu 
naageetderhorizon,dans les directions oùdevraient opérer les théodolites 
ne permissent de mesurer les angles nécessaires. Quelques essais sur des 
points accessibles, tour, montagne, etc. renseigneraient à cet égard. 

On se passerait alors de téléphone, et la base pourrait, avec de bonnes 
montrespouropéreraumâmeîDStant, devenir aussigiaadequeronvoudrail. 

Millet Dechalcs {loc. dt , p. 336) indique une méthode fondée 
sur la double observation de l'ombre portée par le nuage et de 
la liauteur apparente du Soleil, au-dessus de l'horizon, au 
moment de l'expérience. Mais co procédé est compliqué et fort 
peu précis, parce que la détermination de l'ombre d'ua 
nuage est une chose difficilement appréciable et toujours très 
incertaine. 

Voici comment on poui'rait opérer pour résoudre d'une façon , 
à la fois simple et pratique, le problème actuel. La méthode 
que nous allons exposer s'appliquerait particulièremeut bien 
aux nuages peu élevés au dessus de l'horizon. Nous mon- 
trerons plus loin comment, de cette observation, on déduit 
l'inconnue vérilable du problème, c'est-à-dire la hauteur du 
nuage au-dessus de la Terre. 

Soient AB, A'B', deux obstacles ualurels, ou deux édifices 
très élevés, faisant l'ofTice de grandes mires, et dont la dis- 
tance AA' est suffisam- 
ment grande; de SOO à ,,-:-'''^% 
1000 mètres environ. -■'^,'-'' ! 
Deux observateurs pla- ^■'' ,--'' 1 
ces dans le voisinage : ^•■''' .■'' j 
l'un de AB, l'autre, de J'-f'' ' e-'' î 
A'B', et communiquant ^..--'^ \ y' \ \ 
par le moyeu du télé- '' * "" *""" "" 
phou«, observent un Hg.Sts. 
nuage N lorsqu'il vient rencontier le plan vertical ABA'B'. 
Soient 0, 0' les positions qu'ils occupent au moment que nous 
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Par suite, : 



-A A'- O'A'. 



venons de définir; les distances OA, O'A' peuvent être relevées 

avec soin, »u moyen du ruban divisé, ou différemment; enfin, 

les hauteurs AB, A'B', ainsi quo la distance AA', sont c 

très exactement. Cela posé, pour obtenir la hauteur: Nui 

du nuage, au-dessus de l'horizon, on observera que 

X _ Ou) ■ X O'to 

ÂB'^AÔ' Â^'^'Ô^'" 

Mais on a . 

Oa, - O'a, = Off = OA + AA' - O'A'. 

/OA _ o;a'\ 

AAB A'B'^ ' 
Dans cette formule : AB, A'B', AA' désignent des nombres 
connus, une fois pour toutes ; OA, CA' sont donnés par l'ob- 
servation faite sur le nuage déterminé; ce désigne la hauteur 
du nuage au-dessus de l'horizon (commun aux deux obser- 
vateurs) des points A, A'. 

136. — La hauteur du nuage au-dessus de la Terre. — Le plan 

8 par les verticales AB, A'B', dont il a été question dans le para- 
graphe précédent, coupe la Terre suivant 
un grand cercle ■;, de centre C ; sa trace, 
sur le plan de l'horizon, est une cer- 
taine droite OH ; la hauteur que nous 
avons calculée tout à l'heure est Nu, 
distance du nuage à la droite OU. Mala 
la hauteur véritahle du nuage, celle qu'il 
Diut obtenir, c'est la distance du nuage 
k la Terre; celle-ci est comptée sur la 
verticale NC depuis N jusqu'au point Q, 
où elle rencontre y. 
Nous poserons 

NOII^a, NùiT^A, 

GO — CQ = R. 
Sûil P le point oii NC rencontre OH. 
les triangles somblables COP, NuP donnent : 




(I) 

D'autre part, 

lai 

Les égalités (1 



_NP 
CP' 



R PO 



h = (P.0 + PO) tg H. 

, (3) permettent de caicuter Pu et PO. On trouve ainsi : 



Les égalités (t) donnent a 
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Mais, ^^ 

NP = /a» + Pi^* = ^-^VlA + R)' H- h' cotg- a . 

Finalement, la hauleur i ncoiipue NQ se olc ulera par la formule : 
NQ = v'(A + R]' + h' cotg' a — R. 

Dans la pratique, si l'on veut appliquer commode me al cetto formule, 
on doit éviter les deux bjpothëaea extrêmes : celle de a — go*, et, aussi, 
celle qui correspond & u = o'. Dana !e premiercas, on a NQ = h, mais )a 
mâlhode d'obBervaiion que nous arons dëcrito se trouve en défaut. Dans 
l'autre cas, si a = o, on a oolg a ^ so et A = o; la formule présente 
UD exemple d'indétermination apparente. Pour faire disparaître celle- 
ci, il faudrait remplacer h cotg a par la distance du nuage &. l'œil de . 
l'observateur, distance qui est inconnue. C'est eu prenant a dans le voi- 
sinage de 45°, qu'on réalisera, dans les conditions pratiques les meilleures, 
la dAterminalioQ de la hauleur des nuagss, par la méthode indiquée. 

137. Hauteurs et vitesses des étoiles filantes. — 

On distingue, dans une étoile filaotc, les points d'apparition 
et de diaparUion ; mais ces points seraient difficiles à observer, 
la traînée lumineuse s'évanouissant instantanément, si l'on 
ne prenait la précaution de noter tes étoiles qui so trouvent 
dans leur voisinage, au moment de l'expérience. Cette remar- 
que nécessaire étant faite, voici comment pourraientètre diri- 
gées les expériences ayant pour but la détermina tîou de la 
hauteur des éloiles filantes. 

Imaginons deux observateurs placés eu A, B; la distance 
AB doit être considérable relativement à celles dont nous 
avons parlé jusqu'ici {*} et les deux postes d'observation A, B, 
sont reliés par un fll télégraphique ou téléphonique. A un 
momept donné, les observateurs remarquent le point d'appa- 
rition a d'une étoile filante, ou, pour mieux dire, ils notent : 
l'un, uue étoile e, dans la direction Aa; l'autre une étoile t', 
dans la direclion Bec. De cette observation, on peut conclure 
la distance de l'étoile filante è la terre, comme nous allons 
l'expliquer. 

SoU le centre de la Terre ; Oa rencontre la surface de la Terre en un 
point C; nous poserons Gu ;= x; c'est la hauteur cherchée. 

Posons aussi : Aa ^ ft, Bi = h', corde AB = d, 

OA^OB^OC = R, aAa^e, iSa — l)', AaB = ?. 

(') Dans les expériences qui furent faites en 1856 par MM. Besse-Ber- 
gier, Liais, Chacomac et Goujon, les deux postes d'observation étaient 
Orléans et Paris. (Voyez Les étoilet fUantes et lu boCide», par M. Félix 
Hément; Gauthier-Villars, éditeur, 1838, p. 19.| 
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Les triaDglcs sAO, aBO, donnent 

(A) (R + X)' = A- + R' + 2Rft c« = A-- + R' + aft'R m tf . 
Ces égalités donnent 
■ . f^ (lift'=2Rha«9=A''+2h'Rtiu(i'. 

*\_ /' D'ailleurs, le triangle AaB 

/ donne 

/ ^_ m d} = h' + h'' - ■ihh- m f. 

'\ ■■., / I'' L'angle t peut êlre fourni 

'_ "-^vj i par l'observalion ; c'est la hau- 

\ .'' \\ i fcur apparente des étuiles e, 

i', en A ou en B. Les formules 
(I), |2) permettraient doac de 
calculer h, h', si la résolution 
de ces équations eiait possi- 
ble. Mais on voit cpie ce cal- 
cul conduirait à une équation 
du quatrième degré, non qua- 
dratique [•), et la difficulté 
' \ i 1 algébrique, ici rencontrée, 

\, \ ; parait insurmontable. Voici 

'^ ; ] comment on peut la tourner, 

v^ ', I L'arc AB,bienqu'assezcon- 

\\| sidérable, peut, dans des 

'■i observations de la nature de 

P- .„ celles que nous décrivons 

"^- "''• ici, être assimilé àone ligne 

droite. On conns^t, au point A, la direction de AB, et l'on peut relever 
l'angle eAB. Nous considérons donc les angles eAB — X, e'BA ^ ï', 
comme des quantiiés connues, données par l'observation. Noua avons 

/ \ Nous n'avons plus alors à tenir 

compte de l'égalité (i], et nouscon- 
sldëron s A, A' comme déterminées par 
les équations |l,i, (3). Abstraction 
(aitedelasolutionéTidente, et non 
admissible, A — ?i' = o, ces équa- 
tions admettent une seule solulion; 
par suite, h, h' sont bien détermi- 

Après avoir calculé h et h', les 
JS (A) feront connaître l'in- 
3 principale a; ; le calcul, 
comme on le voit, pourra se faire 
au mojen de deux égalités; on 
aura, de la sorte, une vérification 
du calcul efiectué et des observa- 
tions qu'on a laites. 

(') Mous cnlcnJons, par là, que l'équation n'est pas décomposolile, 
rationnellement, en équations du second degré. 



/ V\. 



t"^''" Fig. StS. 
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Quant à la vitesse dc3 étoiles filantes, ello s'obtient par une formule 
qui preud pour base le principe du Radiant. 

On sait que, pour une obscrration suffisamment courte, celle d'une 
nuit par exemple, toutes les ëtoites fllanles semblent partir d'un certain 
nombre de points uniques, bien déterminés, sur la voUtC Céleste, nommés 
pointi radiants, ou, plus brièvement, nujianfi ('). 

Soient: a, le point d'apparition d'une étoile filante; p, le point do dis- 
parition. &. cette étoile, correspond un point radiant situé dans une direc- 
tion Dx, parallèle à k trajectoire a^. L'observateur, placé en 0, relève les 
angles 

xOa = d, aOg = l. 

On calcule, en kiiomètrea, la bauteur h de l'étoile an-dessus de 
l'borizon correspondant k O; enfin, on relève l'angle pOM := a, bau- 
teur apparente de l'étoile filante, an moment de sa disparition, au-dessus 
de l'borizon considéré. 

L oa 

On a, en posant af = L, —, — - ^= . ■ 
Mais 0[) — 



CHAPITRE XII 

PROBLÈMES DIVERS 

Nous réunissons, dans ce dernier oliapitre, divers problèmes 
de géométrie pratique. Sans dépendre absolument de la géo- 
métrie de la règle et de l'équerre, ils y touchent néaumoius 

l") Voyet Annuaire publié par te bureau des longitudes, pour l'an 1888, 
p. 121 . Le nombre des points radiants, connus avec une certaine approsi- 
mation, est égal à 63. i L'otiaei'vation do ce phénomène, dit l'ouvrage en 
question, offre à plusieurs égards un baul intérêt scientifique, surtout 
depuis l'époque où les travaux de plusieurs de nos astronomes célèbres 
ont permis de constater d'une manière indubitable que certains essaims 
de météores et certaines comètes effectuent leur mouvement autour du 
Soleil sur une même traiectoire. >> 

(''*) On suppose que la trajectoire, pendant le court ictiirvalle de temps 
qui s'écoule entre les deux observations do points a, ^, est rcctilignc; 
cette hypotliÈse est tout à tait justifiée. 

('"") D'après les résultats consignés dans i'oiivrage de M. Ilément, 
cité plus liaul, la vitesse des étoiles filantes varie, suivant les exemples, 
entre îi et 1131" par seconde; les bauteurs du point d'apparition, entre 
31 et 119^' i celles du point de disparition, entre 5 et 66**. 
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parcerlains points. Tels sont: les questions relatives aux bas- 
sins, la détermination de la base hydraulique; l'élude des 
courants maritimes, et, enfin, lo passage entre deux postes 
forlifiés. On rencontre dans cet ordre d'idées certains pro- 
blèmes intéressants que nous allons, successivement, exa- 
miner. 

138. Les formes diverses du bassin (bassin carré, 
circulaire, elliptique). — Lorsqu'on creuse un bassin maritime, 
le travail qu'il nécessite (la dépen.«c qu'il entraîne, par consé- 
quent) est proportionnel, pour une profondeur donnée, à la 
surface de sa base. Or, la périphérie du bassin représente ce 
qu'on pourrait appeler son effet utile; celui-ci étant considéré 
comme proportionnel au développement plus ou moins grand 
des quais de débarquement. Le point do vue, auquel nous 
noua plaçons ici, n'est pas le seul assurément qui puisse être 
envisagé, dans la question présente; on ne saurait nier pour- 
tant qu'un certain intérêt y soit attaché. 

Nous nous proposons donc la question suivante ; un bassin 
de profondeur h et de surface s devant être creusé, y a-i-il avan- 
tagea lui donner la formecarrée, circulaire ou elliptique? 

Nous écarterons d'abord, de la discussion qui suit, l'hypo- 
thèse du bassin rectangulaire. Il est bien clair que, si deux 
rectangles A, B ont même aire, le périmètre de A sera plus 
grand que celui de B, si l'on suppose que la différence entre 
les dimensions de A est supérieure à la différeucc correspon- 
dante pour le rectangle B, Nous invoquons ici une propriété 
bien connue, relative aux maxima et mintma; elle résulte, 
comme l'on sait, de l'identité. 

(x - yy + 4Xy~{cc + yf. 

Ainsi, au point de vue du développement des quais, la 
figure rpctangulaire est, incontestablement, préférable, à la 
forme carrée. 

D'autre part, si l'on compare un carré et un cercle; comme 
entre toutes les figures planes, isopérimétres, le cercle est uti maxi- 
mum (*), ou voit que, pour une aire donnée, le périnaètre du 

[*) Traité de GÉoméù-ie par E. Roucbé et Cli. de ComberouBse : p. 303. 
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carré est plus grand que la circonférence du cercle. C'est ce 
qu'on vérified'ailleursbien simplement, delà manièreauivaute. 

Soit y le côté d'un carré C, ayant même aire qu'un cercle C, 
de rayon x. On peut écrire 

(1) y* = TTic', 

et il faut recoDDaltre que l'on a 

2m: < ^y, 
ou it'i» < 4î/'. 

Or, en tenant compte de (1), on trouve tt < 4, inégalité 
uianifeslement vraie. 

Malgré ces observations, pour des motifs divers (*), on peut 
vouloir donner au bassin une forme curviligne; nous allons 
montrer que le bassin elliptique doit être préféré, au moins 
dans certains cas, au bassin de forme carrée (**). 

Considérons une ellipse V do;it les axes sont : 
a =2. b = 11/3. 

Son excentricité est 

_ \/a* — 6* ___ I 
a 2 

Cherchons la longueur S de l'arc correspondant à un qua- 
drant do cette ellipse. On sait que S est donnée par la formule 



'=°r^' 



■ e* sin' fdf. 



Pour taire le calcul de cette intégrale elliptique, il faut 
avoir recours à une table donnant la valeur numérique des 

[') La rorme du terrain dont on dispose pour rétabliaaemCQt du bassin 
peut être un des mati& auxquels nous faisons ici allusion. Il nous aeiu- 
ble aussi i^ue les manœuvres pour l'entrée et la sortie des bâtiments, 
l'abordage, l'établissement des cbemins de fer le long des quais, peu- 
vent âtre racilités par la forme elliptique du bassin, en supposant que 
l'ellipse adoptâe oe soit pas trop allongea ; c'est le cas de celles que 
nous euvisageons plus loin. 

(") Le bassin de forme rectaQgui<iire offre certains incoavânienta qui 
sautent aux yeux. Par exemple, ai l'une des dimensions est Irop foïble ; 
ix manœuvre des j^rands bâtiments j est quelquefois difficile ; on doit 
donc, autant que possible, se rapprocher de la forme carrée. De plus, 
dans la partie voisine des angles droits, l'abordage ne se fait pas com- 
modément. L'idée du bassin elliptique peut, au premier abord, paraître 
sii^uliëre et dépourvue d'intërât; mais, k la réfloxion,on en jugera peut-être 



G. DE !.. — GiOHiTRlB DE LA RÈGLE. 
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foDCUons elliptiques (*), On trouve ainsi, pour la longueur 
cherchée, 



'f}f 



-sin' if(tp = 3.371: 



D'autre part, soit x la longueur du cAté d'uu carré dont 
l'aire aoit équivalente à celle de r : on a donc 
a:» = 211/3. 

Tout calcul fait, on trouve 

X = 3.298. 

Ainsi, on a bien, comme nous l'avons annoncé, a; < S. Il faut 
ajouter qu'en prenant d'autres exemples numériques, corres- 
pondant à des ellipses d'une excentricité plus faible que o.5, 
on trouverait, pour S — x, des différences de plus en plus sea- 
sihles; malheureusement, le rapport b : a diminue en même 
temps que e. À. ce propos, on pourrait chercher, en se plaçant 
au point de vue expérimental, quelle serait la grandeur qu'il 
faudraitdonneràrexcenlricité,pour obtenir la forme elliptique 
la plus commode à tous tes points de vue. 

Voici un second exemple dans lequel la forme de l'ellipse 
serait peut être, pour le but que nous visons ici, jugée préfé- 
rable; nous voulons parler d'un genre remarquable d'ellipses, 
celles pour lesquelles le petit axe est égal à la distance focale. 



En supposant: 



et 



= 2, 6 = c; 



d'où 9 = 43". 

Le côté X, du carré équivalent & l'ellipse, vérifie l'égalité : 

On trouve œ = 2.981. 

D'autre part, la longueur du quadrant d'ellipse se calcule 

par la formule (A), en supposant : a — 2, e = sin s - — ^• 

va 
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Or, dans cette hypothèse, 



/! 



/i — e" siû' ifdf= 1.85407. 



Finalement, dous obtenons 

(2) S = 2 X 1.85407 -= 3.70814. 

En comparant (i) et (2), on voit que la différence S — ic est 
plus considérable que dans l'exemple précédemment choisi. 

Quant à la construction de l'ellipse, elle pourrait se faire 
directement, sur le chantier même, en appliquant le tracé 
que nous avons précédemment indiqué {Première partie, § 48). 
11 faut observer, en eff'et, que celui-ci n'exige que dos aligne- 
ments et des coups d'équerre; on déterminera donc facilement 
un nombre suffisant de points de la périphérie de l'ellipse. Il 
faut seulement que la droite A, qui sert de base à la construc- 
tion, ne soit pas trop éloignée du chantier. La distance S de & 
au centre de l'ellipse est donnée par la formule (*) 
a* ■+■ 6' 
a» — 6' 

Pour le premier exemple, on aB= 14; pour le second, S ^ 6. 
Bans ce dernier cas, qui parait, de toutes façons, devoir être 
adopté de préférence, la droite i s'obtiendrait fort simplement. 
Il suffirait, en effet, d'élever au grand axe A A', une perpendicu- 
laire en un point symétrique de l'un 
des sommets, par rapport à l'autre. 
Dans tous les cas, si faible que 
soit l'excentricité d'une ellipse, 
on peut coLstruire celle-ci, point 
par point,, sur le chantier, par des 
alignements et de simples coups 
d'équerre. 

Supposons.en eQ'et,qu'on donne: 
1" les extrémités A, A' d'un des axes '^' 

de l'ellipse ; t' un point M de la courbe. Prenons, dans les 
limites du chantier, une droite i perpendiculaire sur AA'; 
A'M rencontre A en un certain point I. Ajant tracé AU, si l'on 

(') Celle-ci résulte de l'âggJité -r=- = -|- âUblie au § 47 . 
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abaisse, de I,une perpeodiculairelH, sur cette droite ;IH reu* 
contre AA' ea un point P qui reste fixe, lorsqu'on répète la 
construction précédente, pour un point quelconque de A (*). 

D'après cela, après avoir déterminé P, comme il vient d'être 
dit, OQ obtiendra un point quelconque de l'ellipse par le 
tracé suivant : 

On prend, sur A, un point J; oo trace A.'J, PJ; puis, de A, 
on abaisse, sur PJ, une perpendiculaire. Celte droite coupe 
PJ eu un point M' appartenant ii l'ellipse que l'on veut con- 
sfruiro. 

139. Détermination du rayon d'un bassin circu- 
laire. — Nous supposons que le bissin considéré a de grandes 
dimensions: car, pour les autres cas, ou imaginera sans peine 
do nombreux procédés. Par exemple, la longueur commune 
de deux cordeaux rectangulaires, tangents à la périphérie du 
bassin représente le rayon cherché. 

Avant d'indiquer par quels mojens ou peut calculer le 
rayon B d'un grand bassin, nous devons montrer d'abord 
comment on s'assuro que celui-ci est circulaire. 

A cet effet, on prend un premier cordeau P, de longueur A, 
et on le fixe de A en B, sur la périphérie du bassin; puis, ou 
place un second cordeau Q, tendu, en ligne droite, de A en B; 
soit k' la longueur de celui-ci. On place alors P, en des points 
divers, A',B'; A',B'; ... et l'on s'assure que l'on a, constam- 
ment, A'B' ~ A"B' = ... = h'. 

Si, cette expérience étant renouvelée avec des cordeaux de 
diverses longueurs, les égalités précédeutes sont toujours 
vérifiées, on peut affirmer que la courbe considérée est une 
circonférence. C'est ce qui résulte du théorème suivant ; 

Si, dans une courbe i, à des arcs ^ga\tx correspondent des cordes 
égales, f esl une circonférence de cercle. 

On peut établir celle proposition de bien des Taçons diifé- 
reuteset, par exemple, comme il suit (**). 

Soient trois points A, M, B d'une courbe jouissant de la 
propriété donnée. 
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Prenons arc AA' = arc MM' = arcBB': lescordes AMetA'M' 
seront égales. De même. 

MB = "M'B', AB = A'B'; ^^""^^^^"""^^ 

doDc le triangle AMB y^ yl^-"' ^^^^^'^ 

pourra se déplacer en /^ ^-"^ ^-'-'''''^'^?' 

restant égal à lui-même a/--::^^-'!::''-''''''^^^^^ \ 

et en demeurant inscrit Li^-^^'''^ ^' 

à la courbe; par suite, /* Fig. sso. 

les normales en A, M, B 

■jont concourantes; ce qui revient à dire que la normale en un 

point quelconque M passe par un point fixe, intersection des 

normales en deux points particuliers A, B. La courbe considérée 

est donc une circonférence. 

Supposons maintenant qu'un bassin de forme circulaire 
étant donné, on veuille en calculer le rayon (*). 

Ayant choisi trois points A, B, G sur la circonférence du bas- 
sin, on pourra, au moyen d'un cordeau divisé, relever les 
longueurs BC — a,CA = b, AB = c; puis, calculer le rayon 
inconnu R, au moyen de la formule 

(,) B- ^^-^ 

WpiP - o)(p - l>)ip - C) 

On pourrait prendre aussi quatre points A, B, C, D, sur la 
périphérie du bassin, et utiliser la relation ; 






cdj(ac + bdjlad + bc) 



' (p ~ a}ip- - bXp - c}{p - d) 
Mais cette formule est encore moins commodeque la pré- 
cédente. 

Au sujet de la formule (1), bien qu'elle soit assez compliquée, 
nous ferons une remarque d'un ordre général, voulant ainsi 
prévenir une appréciation inexacte, que l'on pourrait porter sur 
les solutions de la Géométrie pratique. Voici notre observation. 
La qualité, si l'on peut dire, de la solution d'un problème de 
Géométrie pratique dépend, avant tout, de la simplicité des 

(') Ce problème de Géométris pratique ne doit pas Être conrondu avec 
celai que noua avons précédemment iraitâ, quand noua avoDs cherché 
leiajron d'une tour circulaire. Entre deux pointe A, B, pris aur la circonfé- 
rence d'nn bassin, on peut tendre un cordeau dlTisé et, par suite, con- 
naître AB; cette opération n'est pas réalisable dans le cas de la tour. 
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tracés qu'elle nécessite; la complication de la fonnule qu'on 
emploie eat secondaire. 

Plus les opérations, qn'il faut exécuter sur le terrain, seront 
réduites; moins elles exigeront d'alignements ou de coups 
d'équerre; plus faible, par conséquent, sera le nombre des 
droites qu'il faut jalonner ou chaîner; et meilleure sera la 
solution proposée. Qaant aaz formules auxquelles on a 
recours, il est sans doute désirable qu'elles soient simples; 
mais c'est là, relativement, une chose accessoire; du moins 
quand il s'agit de problèmes dans lesquels il n'est pas utile 
de calculer rapidement les éléments inconnus. 

Quoi qu'il en soit, voici quelques autres solutions du pro- 
blème qui nous occupe. 

Prenons, sur la circonférence, deux points A, B ; la distance 
AB peut être évaluée au moyen d'un cordeau divisé. Les tan- 
gentes en A, B, se coupant en H, S, on a 



R* AB* AS* 
On peut se dispenser de me- 
ner la tangente eu B; on doit 
alors élever, eu B, une perpen- 
diculaire à AB; elle rencontre 
AS en M ; et l'on a 



d désignant le diamètre du bassin. Au fond, ces deux solu- 




tions sont identiques : elles ne diffèrent qu'ai 
pratique. 



point de vue 




F^.ssa. 



Il faut observer pourtant 
que cette méthode est assez 
imparfaite; la détermination 
des tangentes en A, B lais- 
sant prise à une certaine 
ambiguïté; à moinsqu'o 



détermine rigoureusement celles-ci par nue construction géo- 
métrique, analogue aux suivantes. 

Ou peut d'abord, avec la fausse équerre, relever l'angle 
AGB; puis, mener AT, de façon que TAB = AGB. 
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Si l'on veut ne faire usage que du cordeau, od calculera la 
position du point T, oU la tangente eu À rencontre BC, en 
utilisant la relation 

TB ÂB* 
TC ~ÂC'' 

On pourra, d'ailleurs, imaginer beaucoup d'autres solutions 
du problème que nous venons incidemment de soulever, pro- 
blème ayant pour but la détermination de la tangente {ou de 
la normale) en un point iTane circonférence dans l'iTUériear de 
laquelle on ne peut pénétra'. 

Enfin, voici une dernière solution, pour la détermination du 
rayon du baaBin circulaire. 

Abaissons, de A, une perpendiculaire sur BO ; nous avons : 
2R.AH = AB.AC. 

Si l'on adopte cette métbode, il faudra, bien entendu, jalon- 
ner AH, perpendiculairement à BC, et relever sa longueur. Pour 
ce motif, en se reportant aux observations présentées plus 
haut, on estimera que la solution actuelle, très simple en 
apparence, offrirait pourtant plus de ditHcultés, et présen- 
terait moins de certitude, que celle, précédemment exposée, 
qui prend pour base la formule (1). 

140, L'âlargiSBement du bassin. — Supposons qu'un 
bassin de forme circulaire étant creusé, on propose de l'élargir 
en indiquant, à cet effet, le tracé, point par point, d'une 
circonférence concentrique; celle-ci devant passer d'ailleurs 
par un point donné A. 

Bien n'est plus facile que de résoudre cette question, avec 
un simple cordeau divisé. 

Soit Y 1b périphérie du bassin. En A, on fixe l'extrémité 
d'un cordeau divisé, qu'on fait passer par-dessus le bassin; ce 
cordeau étant convenablement tendu, on lit la division qui 
se trouve en B. 

Si l'on prend Gx = AB (si, en d'autres termes, on prend 
l'isotomique de A, par rapport à BC), on obtient, en a, un point 
de la nouvelle périphérie. 

Si l'on veut, notamment, tracer celle-ci dans le voisi- 
nage de A, on répétera, au moyen d'un cordeau zCfi' A', voisin 
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du précédent, la construction indiquée, onprenanll'isotomîque 
A', do K, sur B'C. 




Fig. âM. 



141. Le problâme du canal, —Voici dans quelles condi- 
tions pourrait se présenter le problème, très simple, que nous 
abordons. 

Un bassin circulaire y de grande étendue (ou une nappe 
d'eau naturelle affectant sensiblemenl, au moins dans la partie 
la plus voisine de la mer, la forme circulaire) doit être relié à 
la mer par un canal aboutissant, sur la plage, en un point déter- 
miné A. Il s'agit donc, dans 
ces coaditioDs, le point A 
pouvant être, dans certains 
cas, très éloigné de y, de ja- 
lonner la droite allant, de A, 
au centre du bassin en 
question. 

Observons que : mener 
des tangentes, de A, à 
la périphérie de y; puis, la 
bissectrice de ces semi- 
droites, ne constitue pas 
une solution acceptable; si 
comme nous le supposons, 
A n'est pas dans le voisi- 
nage du bassin. Voici comment, dans cette hypothèse, onpeut 
déterminer le jalonnement de la droite demandée. 
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Par A (*), tragoûB une droite qui rencontre la circonférence 
T en B, C et prenons sur BC deux points isotomiques quel- 
conques a, «'. En a, fixons un cordeau; puis, déterminons, sur 
ce cordeau, le point M, isotomique de a'. Prenons encore, sur 
un cordeau fixé en M, par exemple sur MB, le point D, isoto- 
mique de M, par rapport à BB'. 

Ayant jalonné AD, nous déterminerons, sur cette droite, 
au moyen de la fausse équerre, un point I, tel que la'G = ADa. 

Il résulte de cette construction, que les points a, *', D, I 
appartienneût à un cercle y', concentrique à y. Traçons I«, 
Di' qui se coupent en K; Oa, «'T qui concourent en R : RK 
est la polaire de A, par rapport à ■{. Pour achever la con- 
struction, on tracera successivement Rj/, perpendiculaire à 
Rx; kx', à Rjr; Ajs, ii kaî. kz est la droite demandée. 

142. Remarque. — Ce tracé nécessite des constructions rela- 
tivement compliquées; pour ce motif, il est utile de recher- 
cher les vérifications qu'il comporte- Au point de vue pratique, 
la détermination de a'I, dans la solution précédente, constitue 
une opération délicate; aussi doit-on, avant de jalonner R£, 
s'assurer que le point I a été convenablement déterminé. 
A cet effet, on fixera un cordeau divisé, en I, dans la direc- 
tion IM; puis, en M, dans la direction Ml; et l'on vérifiera 
ainsi que les points de rencoalre de IH avec t sont deux points 
isotomiques, par rapport à IM. 

Nous ferons encore observer que la direction de ABC, ainsi 
que l'un des pointsa ou a', sont arbitraires; on choisira donc 
AB et 1, de façon que lesjalonnements dont on a besoin s'exé- 
cutent dans des conditions pratiques, acceptables. 

Mais le tracé d'une droite (canal, chemin de fer, etc.)abou- 
tissant à un bassin circulaire de grandes dimensions, peut se 
présenter dans des conditions autres que celles que nous avons 
imaginées au paragraphe précédent; nous allons examiner 
rapidement ces conditions nouvelles, en nous posant les deux 
problèmes suivants : 



(*) Le lecteur supposera que, en rëa'ité, A est beaucoup plus éloiftné 
de Y cpic ne le représenle k figure. 
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/• Un bauin àreulaù-e t et une droite A étant donnétjalonner, 
mr le terrain, la pluê courte diilanee entre ^et la dreonférence y. 

S" Deux baunu circulaire* ■(, y étant donnés, déterminer le 
tracé de la droite qvi reprétente la plus courte distance de leurs 
ptriphéries. 

Dans l'uD et l'autre cas, on doit supposer que les distances 
en question peuvent être relativement considérables. De là 
résultent, au point de vue pratique, certaines difficultés; et, 
des solutions nombreuses qui se présentent à l'esprit pour 
traiter ces problèmes élémentaires, quelques-unes seulement 
peuvent, pratiquement, convenir aux tracés que l'on doit effec- 
tuer sur le terrain. 




Fig. 33^. 



143, PROBLËMB I. — Jalonnons une droite AB perpendiculaire 
à A ; nous obtenons ainsi, sur y, un 
point B. En G, dans une direction Bz 
perpendiculaire à BÂ, fixons un piquet 
et déterminons sur y le point D placé sur 
le prolongement de CB. On détermine 
ensuite, par des coups d'équerre, DP, PQ ; 
la perpendiculaire xy élevée au milieu 
de PQ est la droite cherchée. 
Voici une seconde construction qui 
pourrait être employée, dans le cas où le diamètre du bassin 
serait assez petit pour que l'on puisse, d'un point pris sur sa 
circonférence Yi viser le point diamétralement opposé. 
Sur Y, en un point quelconque M, on place un jalon; puis 
en 0, D l'on fixe deux piquets, de 
faQon que l'angle CMD soit droit. 
On peut alors déterminer les points 
A, B oU les droites CM. DM ren- 
contrent Y- On abaisse les perpendi- 
culaires AA', BB' sur A ; PQ étant 
une perpendiculaire commune aux 
parallèles AA', BB'; la perpendicu- 
son point milieu H, est la droite 




Fig. 3S6. 



laire xy élevée à PQ, 
demandée. 
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144. Pboblèm II. — Soient deux bassins circulaires 7, /; 
on veut jalonner la ligne des centres ta, co'. 

On observera d'abord que ce pro- ;* 

bl^ine est ramené au précédent, si 
l'on peut déterminer l'axe radical A' 
des cercles y. y. Pour obtenir 4, 
nous indiqueronsdeux procédés (*). 

1" Admettons d'abord que y et y' 
soient assez rapprochées pour que 
l'on puisse, d'un poiot de y, viser 
les différeats points de y'. 

Prenons, sur y, deux points arbi- 
traires A, B; et, sur/, un pointe, quelconque, lui aussi. Ayant 
relevé avec la Tausse équerre l'angle obtus BAC, on détermi- 
nera, sur y', un point D d'oîi l'on aperçoit BC sous un angle a, 
supplémentaire de BAC; cet angle a, comme nous l'avons 
remarqué à diverses reprises, est donné d'ailleurs par la fausse 
équerre. Les droites BA, CD se coupent en un point I, apparte- 
nant à l'axe radical A. On cherchera, de même, un second 
point de cette droite et celle-ci se trouvera déterminée. 

9° Supposons maintenant que y, y' soient tellement éloignées, 
qu'on ne puisse, comme nous l'avims dit tout à l'heure, viser, 
de D, le point B. 

La construction précé- 
dente est alors en défaut. 
Celle que nou s allons indi- 
quer est plu s longue, m ais 
elle offre l'avantage d'être 
générale et de convenir à 
tous les cas. 

Traçons, arbitraire- 
ment, une droite 8, exté- 
rieure aux cerclesy. y'. On 
peut, comme nous l'avons indiqué au paragraphe précédent, 

(^) Oa pourra, bien entendu, pour résoudre le problème actuel, im»- 
giaer beaucoup d'autrea aolutiODB. Aiosi, après avoir Jalonné las tai^entes 
communes intérieures on obtient l'axe radical en prenant les milieux de 
ces droites; mais un pareil tracé est peu pratique. 




Fig. S38. 
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obtenir les droites AB, A'B' qui, perpendiculaires sur B, pas- 
sent respectivement par les centres de -j,y'. D'après cela, BB' 
passe par le centre do similitude interne S, des cercles y, y'. 
Connaissant un point de la li^ne des centres (*), on achève 
le tracé que nous avions en vue, en utilisant la construction 
indiquée plus haut. 

Mais il se présente ici, dans l'ordre pratique, une difficulté 
que nous devons signaler. 

Les points B, B' sont, par hypothèse, assez éloignés pour 
qu'on ne puisse, de l'un, apercevoir le second. Dans ces con- 
ditions, il s'agit de jalonner BB'. 

Ce problème nous a précédemment occupé, quand nous 
avons cherché (§§32, 33) à prolonger une droite dont les 
extrémités sont séparées par un obstacle; ou sont invisibles, 
pourun motif quelconque. Dans le cas présent, au lieu d'avoir 
recours aux constructions auxquelles nous venons de faire 
allusion, il est plus simple d'observer que BB' rencontre 3 
en un point T tel que 

_àB,ÂA^ 
■ AB + A'B' 

On relèvera, avec le ruban divisé, les longueurs AB, A'B', 
ÂA'; et, le point T étant connu, on pourra jalonner BT. 

145. Détermination de la base d'essai. — Pour 
faire l'expérien- 
ce de la vitesse 
des bâtiments ï 
vapeur, ondéler- 
miue la longueur 
d'une base OC, 
dans les condi- 
""'6 tiens suivantes. 
Deux points 
A, A' (balises, 
Fig. 339. clochers, séma- 

(•) Pour avoir )o point S, il faudra, bien entendu, tracer une «econde 
droite BB'. Il est plus simple de parUgerBB' dans lorapportdes raj'ons 
do y, y', si l'on connaît ce rapport. 
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pbores, etc.), définiBseat la route rectiligne que doit suivre 
le hàtiment. D'autre part, 3uj la terre ferme, quatre points 
P, Q, P', Q', désignés d'avance, servent à fixer la situation 
de la base d'essai 00'. On rolëvo les heures oii le navire, 
ayant atteint son maximum de vitesse, passe : 1° en 0, point 
en ligne droite avec P, Q ; 2° en 0', point d'intersection de P'Q' 
et de AA'. Pour calculer la vitesse cherchée, il reste seu- 
lement à connaître la longueur de 00'. On sait que celle dis- 
tance, comme il est ordinaire de le faire dans les problèmes 
du même genre, s'obtient par un calcul trigonométrique; les 
éléments nécessaires à ce calcul étant fournis par des obser- 
vations angulaires, faites aux extrémités d'une base, de lon- 
gueur connue. 

Nous voulons montrer comment, par de simples chaînages, 
on peut résoudre le problème en question. Peut-être, en raison 
de certaines difficultés d'ordre malériet, la solution actuelle 
offre-t-elle des impossibilités pratiques? Nous la présealons, 
néanmoins, pour qu'on puisse la juger; mais nous indiquerons, 
à la suite, deux solutions notablement plus simples. 

Imaginons, par exemple, que l'espace U représente une plage 
do sable, sur laquelle, aumo;en de grands piquets, on puisse 
aisément déterminer les jalonnements qu'indique la figure. 

Nous obtenons ainsi, sur AA', un certain pointu; et, par une 
propriété connue, nous pouvons écrire 
2 _ ' I 

AA.' ~ I^ ^ ÂÛ ■ 
Cotte égalité permet de calculer AO. 

En opérant avec P et Q', comme nous l'avons fait avec P 
et Q, nous ca'culerons de mémo, AO' ; la différence AO' — AO, 
(les nombres ainsi obtenus, donne la longueur de la base 
d'essai 00". 

On observera qu'en déplaçant les points Q et Q', on obtiendra 
une base aussi grande que l'on voudra; les extrémités 0, 0' 
pouvant être, de la sorte, arbitrairement choisies. 

Deuxième Solution, — Cetlc solution repose sur une trans- 
formation des figures que nous avons précédemment indiquée 
(§ 78); elle est particulièrement appropriée au cas oit la base 
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d'essai, prolongée, pénètre dans la partie da rivage d'où l'on 
pent apercevoir 
les bouées 0, 0' 
qui représentent 
les extrémités de 
la base d'essai. 

SoitÂ un point 
pris sur le pro- 
longement de 
00'. Par A, on 
jalonne une droi- 
te A.B, oblique 
sur 00' et une 
autre droite 4, 
perpendiculaire 
fkt-^io. à 00'; puis, par 

le point B, on trace des perpendiculaires aux lignes de visée 
BO, BO'. Ou[oblient ainsi, sur à, les points tu, u)'. Ayantmené 
ui'E, parallèle à AB; m K, perpendiculaire à AB, on a, comme 
• nous l'avons démou- 

/ "•., tré au paragraphe 

/' '^-s cité, 

■• '^^ ™---3- 

Bans cette opéra- 
tion. la difficulté prin- 
cipale consiste h dé- 
terminer les lîgnesde 
visée allant, deB, aux 
b u éesOiO', lesquelles 
sont toujours assez 
éloignées. Nous indi- 
querons, au paragra- 
phe suivant, une mé- 
thode qui permet de 
la résoudre. 

encore que la base 
visibles du point A 




Troisièmi Solution. — Nous 
d'essai soit détormioée par deux 
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et de la région voisine. Prenons, dans cette région, un autre 

point G et traçons AD de telle sorte que DA.C = CAO; élevons 

ensuite CD perpendiculairement à AG, nous avons (§ 111) : 

I _ 2 I 

Xô~âd~âb' 

Oa calculera, de même, AO'. Finalement, on connallra, dans 
le triangle AOO', les longueurs des côtés AO, AO' et la valeur 
de l'angle OAO'; de ces données, ou pourra déduire 00'. 

146.Iiavi8éesurlabouéeiii'viBible. — Soit Olabouée 

en question; nous \& supposons invisible, du point A, et, 
dans ces conditions, on propose de déterminer la ligne Az qui 
est perpendiculaire à la direction AO; ks étant connu, la 
ligue de visée AO se trouvera, par cela même, déterminée. 

Jalonnons une droite indéfinie A, passant par A; la bouée 
est visible, nous le supposons, de deux points particuliers 
B, G, pris sur le rivage; les prolongements des lignes de 
visée BO, CO, rcn- oj, 

contrent A en P, Q. ^, ^ '"' 

En ces points, éle- "^Vu 

vons des perpendicu- ' ' 

laires aux lignes PB, 
QG;soit R leur point 
de rencontra. Gomme 
nous l'avons précé- 
demment observé, R, 
se projettent sur A 
en H, H', points iso- 
tomiques sur PQ. 

D'après cela, nous 
pourrons prendre 

QH = PH' et, en ce point H, éie^'er Hj: perpendiculaire sur 
A. Prolongeons RQ jusqu'à sa rencontre en G- avec 'Hx et 
soit T le point d'intersection des droites As, Hie, 

Nous avons, d'après cette construction, 

QH* = HG.HO, _et AH' = HT. HO. 
„„ AH'.HG 

^■«^ HT:.-yg^. 



1\ 
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Cette égalité permet de calculer HT; lepoiotTétaut connu, 
A.3 est détermicé. 

147. Détermination des courants maritimes (*).— 

t Pour déterminer, dit M. Rcvoille (loc .' cit.), la position 
du navire, on sait que Toa observe une série de hauteurs 
prises à diCTcronts momeats et qu'où appelle hauteurs à 
intervalle. 

Si l'on a pris quatre hauteurs à inter- 
valle, cea quatre droites de hauteur, 
rameuécs au quatrième horizon, et 
corrigées do l'erreur personnelle (**), 
doiventcoucourir.il n'en est pas ainsi, 
,. h cause des courants et l'on reconnaît 

que si i, 2, 3, 48ontles droites de hau- 
teur, il faut tracer une transversale 4, telle que les chemins 
AB, BG, CD soient proporlionnels aux intervalles des observa- 
tions. * 

On voit, d'après cela, comnientla détermination des courants 
maritimes conduit à un problème de Géométrie, pouvant 
s'énoncer ainsi : 

Quatre droites i, 2, 3, 4 étant données, tracer une transver- 
sale A, telle que les segmenta interceptés atnent proportionnels à 
des nombres donnés. 

Nous rappellerons d'abord comment on résout le problème 
suivant: Étant données trois droites 1, 2, 3 et une direction 
xy; on propose de mener, parallèlement <i xy, une transversale i 

(') Les idties développées daas a paragraphe sont empruntées, pour la 
plus gronde partie, i. uoe note publiée par U J Réveille, professeur 
d'Hydrographie, dang la Revue marUime et calomnie, tome LXXXIX 
396* livraison, mai 18B8, p. 274. Ce'.Ie note est intitulée ■..Détermination de< 
courante, })ar une série de quatre hauteurs à tnteivatle. 

Ce problëmo a été traité par M. Fasci dans un article ayant pour titre 
Mémoire »ur le jioinl observé et la détermination des courants à la surface de 
la mer. La solution que nous développons ici est celle de M. Réveille. 

(••) Si l'on obseiTe trois iiautcurs d'aslroairaullanées; les trois droites 
de hauteur coneapondaotes doivent se couper au mSme point, qui est la 
position vraie du navire. 

En génârdl, il n'en est pas alDsi, et les droites forment un triaugle 
L'erreur se mesure par le rayon da cercle inscrit ; c'est l'erreur ptrtonnelle. 
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telle que fcs segments interceptés soient proportionnels à des 7 
bres donnés. 

Menons A'fl'C parallèle ba;y, et détcrniinons, e 
UD point C tel que 

B'C- _ m 
B'A' ~ n ' 
m, n désignant les nombres donnés. 
Soit le point de concours des-droites 
I, 2; OC rencontre la droite 3 en C. 
En menant, par C, une parallèle à xy, 
le problème est résolu; il n'admet, 
d'ailleurs, qu'une solution. 

Supposons maintenant que l'on fassevari 
xy ; nous allons montrer que A enveloppe une parabole inscrite 
au triangle 1,3, 3. 

ËTt effet, à un point À ne correspond qu'un seul p'>int B; 
et réciproquement; la droite AB, dont les extrémités décrivent 
sur OA, OB des divisions homographiques enveloppe, comme 
on sait, une conique 1" inscrite à l'angle AOB. Pour une raison 
analogue, F est inscrite à l'angle BO'C. Ainsi, T est une coni- 
que inscrite au triangle [, 2, 3. Si l'on observe que les angles 
O, 0' interceptent, sur la droite de l'infloi, des segments infi- 
niment grands, on voit que l'on peut considérer celte droite 
comme repréïentant une position parlicutièro de i, La coni- 
qoo r est donc tangente à la droite de l'infini; en d'autres ter- 
mes, r est une parabole. 

Pour déterminer les points de contact de l'avec les côtés du 
triangle OO'O', on peut obser- 
ver d'abord que ; si A vient eu 
0, U coïncide, au même ins- 
tant, avec 0'; et le point B 
occupe, sur 00', une position 
limite w".Ce point w' donnant 
lieu à la relation 

o.'O' _ m 
m"0 ~ n' 

Le même raisonnement 
prouve que les points de contact de 1', avec les côtés O'O", 00' 

G. DB L. — GiOMiTMG DE Ll RÈGLE. 23 
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soal (Ifs poiuls lu, ui' tels que 

wO' _ m la'O _ n 

O'O' ~ n' 00' ~ m' 

La connaissance de Iroîs droites taugontes à la parabole V, 
et celle des poiols de contact, permet, de tiien des façons, 
de construire le foyerF de cette courbe. 

Cela posé, reveuousau problème que noua avions en vue. 

Soit l' la parabole, déterminée comme nous veaons de le 
dire, et tangente aux droites i, 2, 3 ; soit, de même, P' la 
parabole analogue inscrite au triangle formé par les droites 
3, 3, 4- Les paraboles F, font trois tangentes communes eu 
évidence; les droites 2, 3, d'une part ; et la droite de l'infini, 
d'autre part. Ces deux courbes admettent une qualriëmc 
tangente cojiœune. Cette drjile constitue, précisément, la 
transversale i que nous nous proposions de tracer dans le 
plan des droites données 1,2, 3, 4. 

Imaginons le triangle foimc par la droite inconnue A et 
par les droites 2, 3. On sait que le cercle circonscrit à ce 
triangle passe par les foyers F, F des paraboles r, r'. Do cette 
remarque, découle la construction suivante : 

On détermine les foyers des paraboles T, Y' ; par ces points, et 
par le point de rencontre des droites 2, 3, on fait passer une 
circonférence qui coupe celle-ci en deuxpoinla M, N; UN est la 
droite cherchée. 

Remarque. — Lavitesse du courant (Use calcule en divi- 
sant l'un des segments ÂB par rintcrvalle des observations 

qui correspondent aux droites 1, 2. 

148. Le passage entre deux forts. — Imaginons que 

(*)0n «étilic ces résultais par le calcul en cbercbautréquation tangeo- 
tiollo de r. A cet cilct, ayant poaâ 

OA^w, 08 = 1-, 00' =c, 00" = 6, 



on trouve facilement la relation : m- + (m +n,- — n. 

L'enveloppe de ABC est donc une parabole ; cette <îquation piouve 
aussi que les poÎDla de contact de cttto courbe avec les cûtds du triaOKle 
OO'O" eont bien ceux que noua avons déterminés par des considérations 
gcomëltlques. 
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deux Torts, à foux croisés, aient pour ceulres les points 0, 0'. 

Soit h la portée des pièces, t 

et soient i, i' deux circou- 

férencea décrites, des points 

0, 0' comme centios, avecA 

pour rayon. Nous voulons 

chercher quelle est la ligne 

qu'il faut suivre pour passer 

entre les deux forts, en 

s'exposant le moi os possible. 

Nous admettrons, en prin- 
cipe, que la probabilité 0, 
que l'oD soil atteint par les 
projectiles d'un fort, tant 
qu'on demeure soumis à l'ac- 
tion de son tir, est : 1" pro- ^'ff- *''*■ 
portionnelle au temps et 2° en raison inverse de la distance. 

Soit MN (*( le chemin suivi dans le champ de tirdufortO; 
prenons, sur MN, deux poiats voisins B, B'. Quand on va de 
B à B', varie proportionnellement à BB', mais en raison 
inverse de OB, 




(*) Celte trajecloiro doit Strc perpendiculaire i la liKQo des centres; 
c'est un tait qu'on peut cODsLdércr, croyoss-nous, connue évident. Pour- 
tant, siToD croit nécessaire de le démontrer, 
on pourra raisonner, ainsi qu'il suit. . * 

Soit d une transversale oblique à la ligne .^. 

des centres; abaissons OH O'K porpeudi- ^,' 

culaircs sur i; prenons, sur 00', Ol=OH; i ^^."^ 

puis, par le point I, élevons A' pcrpcndi- ,' / 

culaireàOO'. p"/' / 

Nous avons ^ / / 

01 + O'I > 011 + O'K; 
ou, puisque 01 = OU, 

O'I > O'K, 
et, par suite, S— 

BB' > pp'. 

Comme oa' esl égal ï AA', et comme les , 

deux droites sont à égale distance du centre 

O, la probiibililé que noua éludions sera la^ ^ 

mémo pour AA' et pour aa'; mais comme -^ 

BB' est plus grand que p|l' et, plus rap- 
procbé do G', il 7 a plus do chances 
d'être alleinl e^ adoptant le eliemiu AVBB', comme 



f 



f Iff. SU. 

ous l'avons Kvaacé. 
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. Pour le trajet MN, on a donc 

BB' étant infiniment petit. 
Posons 

NOH = a, BOH = ?, 00' = /, 
Nous avons 

BH ^ OH tg f, 
et, par conséquent, 
(1) BB' =d(BH) = OH-^- 

D'ailleurs, 
(5, 0B=i5_.. . 

^ > COS (p . 

Les égalités (1) et (2) donnent 

BB _ rf? 
OB cos 9* 
et: par suite. 

Supposons maintenant que MN coupe le champ de tir du 
fort 0', aux points M', K'. Si nous posons N'O'H = p, la quan- 
tité C, qu'il faut rendre minimum se calcule donc, d'après ce quo 
noufe von'ous de voir, par la formule : 

(3) î=3Ltg(45'+|)-+r!Lls;(45«+5). ■ 

Dans cotte égalité, a, p désignent deu3 paramètres variables, 
vérifiait ïa relation , " 

(ï) 1 = fi(COScc + COSp) (*1. 

D'après (3), le minimum de i; correspond à celui de 
■ ■■' ;tg(45'+-")tg(45- + ^^)._ 

[•) Comme on' !c voit par cqtle égalité. noi4s supposons (et noua avoua 
d'ailleurs fait, plas haut, cetlo.hjpptlièae) que la portée des pièces est la 
mafte pourlos deuï forts. S'il n'en ét.ait. pas ainsi, on aurait à résoudre 
par rapport 11 X, B, les équaliona. 

. ' h cos X +,A' cps,i/,^ d, 

mftls otite ^réHolulion n'eal pas élémentaire. 
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En différentiant cette expression, on a 



'(45+^) ■co3«(45+|) 



3 da. 4- C 

D'autre part, de (4), on déduit . ■ , ' 

' sina. dix -r sin pdp = o. 

. Ces deox dernières égalités donnent ■-, 

; ! _ ' ; . ain 2p ^ sin 3a, ■ ■ , ■ 

OU, puisque a, p désignent ici des angles aigus. 

Le passage doit donc être effectué en suivant la corde com- 
munçauxdeUxcfii"- 



V 



clea de tir; résultat £_ 
à peu près évicjent, 
a priori, mais qu'il 
n'étaitpasaaiisinté- 
rôt d'établir avec 
rigueur. 

, Quoiqu'ilensoit, 
nous pouvons mai n- 
tenant aborder la 
question suivante : 
Deux forts (ou 




Fig. 3i8. 



deux retranchements quelconques) 0, 0', étant considérés : 
1" chercher si leurs feux peuvent se croiser; 2" déterminer la 
ligne qu'il faut silivre pour passer à égale' distance, dos doux 
points 0, 0'. 

Pour traiter la première qiieslion, on fixera des piquets 
aux points où s'est effectiiée la chute de trois projectiles, 
lancés do 0, dans des directions diifércnlcs; soient A, B, G 
les trois points ainsi observés. Ayant relevé les longueurs des 
côtés du triangle ABC, une formule élémentaire, celle qui 
donne le rajon du cercle circonscrit à un triangle, connais- 
sent les trois c6tés, permettra de calculer la portée h des 
pièces placées on 0. On détermine ensuite la distance l des deux 
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poinle înaccossibles 0, 0'; et l'ou verra si l est plus pelit ou 
plus grand que zh. 

Il nous reste à montrer comment on riipond à la seconde 
partie du problème qui nous occupe; cous indiquerons, pour sa 
solution, deux procédés: 

1" Soil A la position de l'observateur, et soit ÂM la ligne de 
visée aboulissant au milieu de 00', ligne que nous avons 
appris à déterminer (Seconde partie, § G8). 

Traçons ÂZ perpendiculaire sur AO; ÂZ rencontre, en C, la 
perpendiculaire élevée h 00', en son milieu M. Le quadrila- 
tère OAMC est inscriptible; par suite, les angles OAM, OGSI 
sout égaux. Ainsi 

0CO^= 2USf 

On relèvera donc l'angle OAM = », et l'on donnera, aux 
branches de la fausse équerre, une position telle que l'angle 
qu'elles forment soit le 
double de l'angleobser- 
vé OAM ( S! conde partie, 
§8). Celafai t, oa s'avance 
sur AZ jusqu'à ce que 
l'on trouveuD pointe, tel 
que, de ce point, on aper- 
çoive 00' BOUS l'angle 2a, 

marqué parles branches 

Fig. Si9. de la fausse équerre. 

ïfaia ici se présente une difficulté. En effet, il existe, sur AZ, 
deux points C, C d'oîi l'on voit 00' sous l'angle 2%; de ces 
deux points, un seul convient; c'est le pointC,bien déterminé, 
intersection de ÂZ avec MG, 

Pour obtenir ce point G, on doit observer que les arcs OG'C, 
O'DG étant égaux, C'Z est labissectrice de l'angle formé par 0*0' 
et le prolongement de OG'; cette circonstance ne se présente plus 
en G. Ainsi, après avoir trouvé, sur AZ le point G d'où le seg- 
mentOO' est vu sous l'angle 2«, on doits'assurerqueÂZn'esl pas, 
en ce point G, bissectrice de l'angle extérieur du triangle OGO*. 
Quand on a trouvé G, la ligne cherchée GM s*obtient en 
traçant la bissectrice de l'angle OCO'. 
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2" Soient A, B deux postes d'observation; AX, BY les 
lignes de visée aboutis- 
sant au milieu de 00', li- 
gues obtenues, comme le 
montre la figure, confor- 
mément à la construction 
précédemment indiquée 
et déjà rappelée tout à 
l'heure .Traçons CD parai - 
lèlement à 00' {*) et dé- 
terminons, en H, l'ortho- 
centre du triangle MCD. 
La droite cherchée est 
la perpendiculaire HZ 




abaissée, de H, s 



a direction de CD. 



(*) On peut prendre, par exemple, comme le montre la figure, la dia- 
gonale PQ du parallélogramme APQR- Dans celte coastruclion, comme 
dans la précédente, il faut, avant tout, connaître la direction de 00' {Voir, 
pour les Bolutions diverses que comporte ce problème, le chapitre VI, 
de la Géométrie de la Règle, seconde partie). 
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EXERCICES 



-Tracer, dans la partie où elle est accessible, la perpen- 
diculaire abaissée d'un point inao- 
cessible A, sur une droite donnée A. 
On suppose que A est visible, mais 
que le pied H de la perpendiculaire 
en question est inaccessible. 




2. — Mener, à une circonférence 

0, une tangente allant passer par 

le point de concours, inaccessible, 

Fig. 364. d^ jgyj droites données i, i' (*). 

3. — Étant donnés deux arcs de cercle a., S, appartenant à 
des circonférences A, B, doot les centres sont inaccessibles; 
on propose de mener les tangentes communes dont les points 
de contact appartiennent aux arcs considérés. 

4. — Tracer une route circulaire passant par deux points 
A, B, et par un troisième point C, visible, mais inaccessible. 

Examiner le cas particulier ob les points A, B, sont con- 
fondus en un point M, d'une droite donnée i. 



(*) Cette quoslloaa 6lé proposée dmeVEducational Times, par M. Ignacio 
BeyeDS, capitaine du gënie ï Cadix, et résolue daDS io Dunièro du 1" jan- 
vier 1SS9. La solution donnéefloc. cit.^,Qt que nous bIIods reproduire, est 
très élêgaato. 

On prend les pâles des droites A, X, reiatiTomeat à O. La droite qat 
passe par ces deux points rencontre la circontâreoco doiinëe, aux pointa 
de contact chercbés. 

Le problème est du second degré et, au premier abord, il semble se 
traiter par la règieetréquecre, ce qui implique contradiction. Mais il faut 
observer que, dans le cas présent, on s'accorde la présence d'une cic- 
conrérence dans le plan de L'épure, ce qui revient à se donner un compis. 
(Voir la note de la p. 25 et, plus loin celle de la page 365.) 
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5. — Par un point A, et par deux autres points B, C, inae- 
cORsiblos, faire passer une route circulaire. 

Examiner le cas oîi les trois points donnés sont inacces- 
sibles. 

Dans ce problème, comme dans te précédent, on indiquera 
la construction, point par point, de la circonférence deman- 
dée (*). 

6. — Par un point A, inaccessible, et qui n'est visible que 
des points B, C, 

on propose de tra- 
cer une route pa- 
rallèleàunedroite 
donnée A. 

Les lignes de visée, 
BA, GA, peuvent être 

l'obsiBCle. Elles ren- • ''"■ ***■ 

contrent A aui points M, N. Soit AQ la parallèle cherchée. On a 
B-Ç AN MR _ 

ïïr'ac'mn "'' 




"■" ""'•"'' PC - BClÎR' 

Cette égalil<!, dont le second membre ne ronferme que des quantités 
connues, permet de calculer le rapport QR : QC. Le point Q se trouve 
ainsi détsiminé, etc. . . 

C) 11 ; a, bien entenda, aux problèmes de celte espèce, des solulion^i 
très variées. On peut, pour ces solutions, s'accorder de simples aligne- 
ments; ou, dans d'autres cas, la fausse équerre, l'équerre ordinaire, le 
cordeau divisé. Il Faut aussi discuter la solution proposée, et, nolasiment, 
voir si ctle est générale dans te sens que nous avons donné & ce mot, 
au cours de cet ouvr^e^ou au contraire, si, au point de vuepratique, elle 
est seulement réalisable dans certains cas. 

Ainsi, dans le cas présent, si l'on peut détormitier, pw des coups 
d'équerre, l'orlhocentco H du triangle ABC, dont les sommets sont inac- 
cessibles, eu prenant, si la chose est possible, les sym^^triques de H, par 
rapport aux côtés de ABC, on obtient trois points appartenant à la circon- 
Krence que l'on veut construire point pai point. On est ainsi ramené à un 
problème plus simple et dont la solution n'oUre aucune diMculté. Mais 
cette manière de résoudre le problème est soumise k objection, au point 
de vue pratique ; car les constructions indiquées ne sont pas réalisables, 
dans tous les cas. Cette solution n'est donc pas générale. 
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7. — Deux points A, B, sont inaccessibles et invisibles 
pour tous les points de la ligne AB; on propose de jalonDer 
cette drcite, point par point. 




Voici une indic«tioa pour U solution de ce problème. Les points A, B 

sont Tîsibles, on doit le supposer, de deux pointa donnés P, Q. En efiec- 
tu&nt les atignements qii'indique la fi(;nre, on a 

RK"Rj'~'Rr' QL"QP~1ïr' 
Les points K, li, pourent donc être déterminés, etc... 

8, — Par deux points A, B, tracer une circonférence allant 
passer par le point de concours inaccessible a, de deux droites 
données A, A', 

On tracera d'abord uoe droite A" passant par A, et par u ; puis, par 
B, on mène une semi^IroiteBCrîisant avec BA un angle égal iSCî''; BC 
rencontre A' en un point C appartenant h la oirconrérence cherchée, etc. 

0. — Par un point A, tracer un arc de circonférence qui, 
prolongé, passe par les points u, u»', inaccessibles, mais déter- 
minés : le, premier, par les droites i, 5 ; le second, par deux 
autres droites A', 5'. 
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10. — Déterminer l'orthocentre H d'un triangle ABC, dont 
les sommets sont inaccessibles. 

Il a'agil de tracer deux droites, dans U partie accessible, allant con- 
courir eu II. 

On coupe le triangleABCpar unodroitoi, menée dans la partie acces- 
sible; Â fiirmo avec les câtCs de ABC, pris deux & deux, trois triauglea. 
Si l'on peut construire les orthocentres de ces triangles, on obtient trois 
points situés sur une droite passant par 11, etc. 

Aulremeiit. Suc la partie accessible de AB on prend deui points P, Q, 
et Ton trace les droites, 8, 3', qui partant des points P, Q, iraient aboutir 
en C. Soil II' l'orthocentre de PQC ; si, de 11', on abaisse une perpen- 
diculaire sur AB, cette droite est l'une des hauteurs de ABC; etc. 

11. — Déterminer le centre de gravité G, le centre du 
cercle inscrit, le ceiitre du cercle circonscrit, etc., d'un 
triangle, dont les sommets A, B, C, sont situés en dehors des 
limites do l'épure. 

On prend , sur la partie accessible du côté BC, deux points quelconc[ues 
P, Q; et, par CCS pointe, on mène des parallèles aux cQtés BA, CA. Elles 
se coupent en un point R; soit O' le centre de gravité du triangle PQR, 
Ayant mené, par R, une droite allant passer par le point inaccessible A; 
cellcdroite AR coupe BCenun point ui, centre d'bomotbétic des triangles 
ABC, PQR. Ainsi, GG' va passer par le point inconnu F, etc. 

Cette solution est générale ; elle s'applique h. tous les cas qui peuvent se 
présenter, si petites que soient les portions accessibles des côtés de ABC. 

On observera, en outre, qu'elle convient à la recherche de tous les 
points remarquables d'un triangle dont les sommets sont inaccessibles. 

Comme solutions particulières des problèmes posés, on peut indiquer 
les suivantes : 

1° Centre tie gravité. Une pacallële à BC coupe tes parties accessibles 
des droites AB, AC, aux points B', C La droite qui va dii milieu de B'C, 
au sommet A, passe par G, etc. 

2" Centre lia cercle inscrit. On élève, dans la partie accessible, aux côtés 
AB, AC, des perpendiculaires de même longueur et, par les extrémités 
obtenues, on mène des parallèles à ces câlcs-, elles se coupent on un point, 
qui appartient à la bissectrice de l'angle A. etc. 

3° Centre du cercle circonscrit. On détermine les mitieui des côtés du 
triangle ABC, comme nous ven-jns de l'expliquer, quand nous avons cher- 
ché le centre de gravité, etc. 

Aulrement. En coupant le triangle ABC par une transversale A, ou 
obtient trois nouveaux triangles et le cercle qui passe par les centres des 
cercles circonscrits à cestriangies va passer par le point inconnu, etc.<*) 

(*) Nous nous appuj'Ons ici sur celte propriété : les centres des cerciei 
circoTtscrits aux triangles formés par let cOtéi d'un quadrilalh'e eomptet appar- 
tiennent à une même circonférence. 

Ce théorème a été donné par nous, avec plusieurs autres, dans la Revue 
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Autrement. On dâlomiiue l'orthoceutre H et l'on prend les symétriques 
de H p&r rapport &ui cOtés BC, C&, AB. On obtient ainsi trois points du 
cercle circonscrit, etc. 

12. — Elant donnés trois points A, B, C, formant un triangle 
tel que le centre de la circonférence circonscrite soit située 
en dehors des limites de >, 

l'épure, on propose de tra- , "^-i-^ 

cer cotte circonférence, b\^ ^--^ ■* 

point par point, en ne fai- -' ' I^I^^^^^^^-'^'^'^^kV / ■ 

saot usage que de la règle d^:;^--''''''^^ ' ^"~^|?^^S^>^ 

et de l'équerre. ^'^ \ / 

Soient B', C les milieux des 
côtés AB, AC. Ayant pris sur B'C un point arbitraire M, on élève à MA, 
au point M, une perpendiculaire qui rencontre les perpendiculaires 
élevées aux milieux des cSIés AB, AC, en des points B", C. Les droites 
BB", ce, concourent en D; ce point apparUent à la circonrërence en 
question. 

13. — Mener, par un point donné Â, une normale à un arc 
de cercle dont le centre co est située dans la partie inacces- 
sible de l'épure. 

Examiner le cas oii A est à l'inAni. 

On prend trois points P, Q, R, sur l'arc donna ; tes perpendiculaires 
élevées aux milieux des cordes PQ, PR, se couperaient en oi, si l'on 
pouvait les prolonger. On est ainsi ramené au problème classique : mener, 
par un point A, une droite allant passer par le point de concours, inac- 
cesEible, de deux droites données. 

Dans le cas particulier où l'on veut mener une normale parallèle à une 
direction donnée, on trace une corde perpendiculaire ù cette direc- 
tion, etc. 

14. — Deux arcs de cercle oat leurs centres situés en 
dehors des limiles de l'épure; on propose de délerniiner le 
rapport de leurs rayons. ■ 

On peut prendre sur les arcs proposés deux points A, À' et, par ces 
points, mener les normales A, à' [Ex. 13). On trace alors deux cordes ÂB, ' 
A'B' inclinées, sur les droites, d'angles égaus; ÂB : A'B' représente le 
rapport cherché . 



des Sociétés savantes, numéro du 6 mai 1S64. Nous avons supposé, à cette 
époque, qu'il était connu, à cause de son eitrSme simplicité. Peut-être 
nous sommes-nous trompé, car il a été, depuis, retrouvé et donné comme 
1, dans les Nouvelles Atimlet 1871 , p. 206, 
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15. — Dans les conditions données dans l'exercice précé- 
dent, on propose de mener la normale commune aux dèux 
arcs de cercle considérés. 

Déterminer aussi l'axe radical des circonférences auxquelles 
appartiennent ces arcs de cercle, et leur centre de similitude. 

16. — Deux droites i. S, d'une part; A', S', d'autre part, se 
coupent aux points oi, ui', en dehors des limites dé t'épure. 
Tracer, dans là partie accessible, uue parallèle à""wto' {*■). 

17. — Un arc de cercle A a son centre situé liora des limites 
de l'épure. Par un point A; pris sur une tangente D, mener à 
â la seconde tangente, 

18. — Parallèlement é uue droite donnée, mener une tan- 
gente à un arc de cercle dont le centre est situé hors des 
limites de l'épure. 

19. — Élant donné un point A et un aUfro point B, visible, 
mais inaccessible; tracer, point par point, une circonférence 
passant par A et admettant B, pour centre ('*). (Steincr.) 



.. (") Il ne faut pas confondre cel cïercicc avec les problèmes analogues 
trailcs au cbapîlrc VI. Ici, les points sonl tout à U fois inaccossiblcs el 
inTJsibles. Il est vrai qu'on peut résoudre - l'ex. 16 en de terminant 
d'abord IfS projections de ci>, (.>', sur une droite D, arbitraircmenl choi- 
sie et eu appliquant les tracés indiques au § 70. Mnis il y a beaucoup 
d'autres solutions plus simples, pour la problènjc en question. 

On trace la normale à A passant par A (Ex. 13). puis l'on construit la 
droite symétrique de D, par rapport it cette normale. 

(•'] Ce problÈme m'a été signalé par M. I^aurens. Il est proposé el 
résolu dans un ouvrage de Slelncr, publié en 1833, ayant pour tilrc: 
Des construcJions gêumélTigues au moyen ds la règle et d'un cercle fixe; mais 
on pelit le considérer comme appartenant à La géométrie de la règle et 
du cordeau. La solution donnée par Sleicer repose sur la considération 
simihtauée du centre do similitude Interne et du ccutrc de similitude 
externe de deux circonférences. 

A la suite, Steiner propose te problème indiquii plus haut |Es. 13) et 
après avoir donné une solution basée, comme la précédente, sur la cousi- 
(léralion des centres de similitude, il signale en note le Manud detarpen- 
tage et du nivellement de Crcllo (18^) dans lequel on IrouTCra, dit-il, une 
iogéuieusc solution du problëmo en question. Cette solution ne m'est 
paa connue et je regrette de ne pouvoir l'exposer ici. 
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20. — Élant donné uu triangle ABC, conslruîro avec la 

règle et l'équerre les expressions : 

<ï . '' r> '^ n 

- coaA, - cosB, - ces G. 

2 2 3 

(Catalan.) 
On déterminera d'abord le point do concours des pcrpesdiculaires 
élevées aux milieux des cdtés du triangle. Ea projcUot en K, sur OB, le 

milieu A' de BC, A'K = ~ ces A, 

Antranenl. — Menons les baulcura BB', CC; puis C'G, B'H perpendi- 
culaires h BC; B'E perpendiculaire â BA; C'D perpendiculaire i QA. I.es 
droites GD, LIE se coupenl en un point R. On a 



Cotte solution qui nous a 616 communiquée par U, Catalan, oSrc 
l'avantage de donner du niâme coup, deux lignes égales à la longueur 
cherchée, saDS exiger un tracé plus long que celui qui résulte de la 
construction indiquée dans la première solution. 

21, — Étant donnés deux points Â, B d'une parabole et son 
axe i; déterminer le sommet S de la courbe, ce point étant 
supposé inaccessible. 

Le point inconnu S appartient à A. Pour résoudre la question posée, il 
suffit de trouver une droite allant passer par le point S. En eKet, un point 
inaccessible est délerminé par deux droites ne se rencontrant pasdansles 
limites do l'épure. 

Soll M le milieu do AB, M' la projection de M sur A. La perpendicu- 
laire élevée, en M, à AB, rencontre û en N ; on prend NU" = M'N. 
Soit A' la projection de A sur MM'. La perpendiculaire abaissée de A, 
sur M"A' va passer sur S. 

22. — Ou connaît l'axe i et deux points A, B d'une para- 
bole dont le sommet est inaccessible; construire, point par 
poiut, l'arc AB. 

Ayant délermiud le point M", comme il est dit dans l'exercice précé- 
dent, on prend sur MM' un point arbitraire II cl, du point inaccessible S, 
on abaisse (par un des procédés connus) une perpendiculaire sur M'H. 
Cette droite coupe la parallÈlo à, i. menée par H, on un point qui appar- 
tient à la parabole considérée. 

Kn supposant que H soit pris surleaegmenlquircprésentcla projection 
de AB sur MM', on construira, ainsi, l'arc AB, point par point. 
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